Introduction

Le principal but de ce projet est de savoir quand est-ce qu'une isométrie est linéaire.
Nous pouvons tout d’abord nous demander si une isométrie sur un espace-vectoriel

normé est nécessairement linéaire.
— R?

t +— (t,sint)

La question suivante est : dans quel cas une isométrie sur un espace-vectoriel normé
est-elle linéaire ?
Le Théoreme 1.3 de Mazur-Ulam donne un élément de réponse.

Pour finir nous pourrons étudier la question suivante : s’il existe une isométrie non
linéaire entre deux espaces-vectoriels normés, alors existe-t-il une isométrie linéaire entre
ces espaces ?

Ce n’est pas la cas : il suffit de considérer f :

Pour commencer, nous démontrerons le Théoréeme 1.3 de Mazur-Ulam de deux ma-
niéres différentes : tout d’abord nous donnerons la démonstration historique, puis une
preuve plus récente due a Jussi Viiséla.

Ensuite, nous énoncerons une généralisation du Théoréme de Mazur-Ulam : le Théo-
réme 2.5 de Figiel. Pour sa démonstration nous aurons besoin de quelques résultats relatifs
a la différentiabilité des fonctions convexes.

Dans une troisieme et derniére partie, nous étudierons les espaces Lipschitz-libres.
Nous commencerons par en donner la définition ainsi que leurs premiéres propriétés, et
I'exemple suivant : Pespace Lipschitz-libre de R est L!'(R). Dans une deuxiéme sous-
partie, nous introduirons la notion de propriété de relévement et donnerons quelques
caractérisations de cette propriété.

Finalement nous nous intéresserons plus particuliérement au cas des espaces séparables.
Nous montrerons le Théoréme 3.30 de Godefroy-Kalton : tout espace de Banach séparable
a la propriété de relévement isométrique. Grace & ce Théoréme, nous pourrons montrer
que si X et Y sont deux espaces de Banach tels que X soit séparable, et Q : Y — X est
une application linéaire continue surjective admettant un inverse a droite Lipschitzien,
alors () admet un inverse a droite linéaire. De plus, s’il existe une injection isométrique
de X dans Y, alors Y contient un sous-espace vectoriel fermé linéairement isométrique a
X.

Ces résultats permettent entre autre de décomposer toute isométrie sur un espace de
Banach en somme d’une isométrie linéaire et d’une partie non linéaire qui ne change pas
la norme.
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1 THEOREME DE MAZUR-ULAM

1 Théoréme de Mazur-Ulam

Définition 1.1 Soient (M,d) et (N,d') deuz espaces métriques.
Une application f: M — N est une isométrie si Vax,y € M,d (f(z), f(y)) = d(z,y).

Proposition 1.2 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés. Une application conti-
nue f: X =Y est affine si et seulement si

x+y> _f@) + W)

X
Vr,y € ,f< 5 5

Preuve :

T+ T) +
1. Il est évident que si f est affine, alors Va,y € X, f ( 5 y> = —f< ) f(y)'

2. Réciproquement, si f(0) =0,ona: Ve e X, f (;) = %f(x) et f(—x) = —f(z).

En effet,
o) + /o f<—x+x> 0 =0

Soient z,y € X, alors

f<x+y>=f(§<2x+2y>> S(7(2)+ 1 (2) éf(%g”) () F)+ 1)

On remarque alors que pour tout k € Z, f(kx) = kf(z) et f(ky) = kf(y), également
k k
pourtoutnEN,f(Q—nx):Q—nf( )etf( ):2—f()

k
Considérons 'ensemble D = {2—n| ne N ke {0,1, ...,2”}} C [0,1]. Alors D est

dense dans [0, 1].
Soit ¢ € [0,1] et € > 0. Alors il existe t; = k/2" et t, = k'/2" tels que

[t —t1] <ecet |[(1—t)—ts] <e

Finalement, on a vu que

k K
flhix+ty) = f(tz)+ f(tay) = f (2796) +f <2n,$>

k K
= 2—nf($) + Wf(y) = t1f(z) + 12/ (y)
Comme f est continue, en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient :

fltz+ (1 =t)y) =tf(z) + (1 -1)f(y)

Donc f est linéaire.



1.1 Démonstration historique du théoréme de Mazur-Ulam

Si f(0) =a # 0, on pose Vo € X, g(z) = f(z) —a. Alors g est continue tout comme
r+y\ _ 9(@) +9()

2 2
donc d’aprés ce qui précede, g est linéaire. Comme Vo € X, f(z) = g(z) + a, f est
affine.

f et elle vérifie également Va,y € X, g . De plus, ¢g(0) =0

1.1 Démonstration historique du théoréme de Mazur-Ulam

Stanislaw Mazur (1905-1981) et Stanislaw Ulam (1909-1984) sont deux mathémati-
ciens d’origines polonaises. Tout deux éléves de Stefan Banach, ils ont publiés en 1932
dans [5] une démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 1.3 (Mazur-Ulam) Soient X et Y deux espaces vectoriels normés.
Si f: X =Y est une isométrie surjective, alors f est affine.

Preuve : Soient x,y € X. Définissons par récurrence une suite décroissante de fermés
de X :

|yl
Ko = {uemuu—xn:nu—yn:T

VneN K,y = {uekK,| K, C B(u,d,/2)}

ol d,, est le diamétre de K,,.

x4+
a) Montrons que [ K, = N
neN 2

Pour simplifier les notations, on peut supposer que x = —y car X est un espace-
vectoriel.
r+y

Donc = 0. Il s’agit donc de montrer que () K, = {0}.

neN
- Montrons par récurrence que pour tout n € N, K, est symétrique.
Pour n=0 : soit u € K,

* r—=y

[—u—zf = [luta]=uv-y|=—7—
. x

[—u—yll = utyll=lu—z]|=——

Donc —u € Ky et Ky est symétrique.

d
Supposons que K, symétrique. Soit u € K, .1, i.e. u € K, et K, C B (u, 7")

dn
Alors par hypothése, —u € K,, et K, C B (—u, 7)

4



1 THEOREME DE MAZUR-ULAM

- Montrons que Vn € N, 0 € K,.

0 € Ky car comme x = —y,
2z|| . ||z —y
0 _— pu— pum— —_— =
lo—all = lell = |5 = |5
0 _— = pu— _— pu—
10—yl Iyl = |5 5

Supposons que 0 € K,. On a montré que K, est symétrique, donc si u € K, alors

—u € K,.
Ju = (=u)|l _ dn
O — = = - < _
[0 ull = lul] = = .
dn
Dou K,, C B | 0, 5 et 0 € K,y1.
- d, — 0
. dn—l dn—l
En effet, siu,v € K,,,alorsv € K,,_1et K,,_1 C B | u, 5 ,doncv € B | u, 5 |-

d
vEB (u, 2—2) . Ainsi, le diamétre de K, tend vers 0 lorsque n tend vers +oc.

De plus, ¥n € N,0 € K,,, donc () K, = {0}.

neN

T+
Finalement, & une translation prés, on a montré que [ K, = { 5 y}. Ceci donne
neN

r+y

une définition métrique de

f(x) + f(y)

De la méme facon on peut caractériser — en définissant par récurrence une

suite décroissante de fermés de Y :

F, = {veYl [v—=f@)| = llv—fWI = 2

VneN,F,yy = {veF,|F,CBvd,/2)}

n

1 (z) - f(y)H}

ou d) est le diameétre de F,.

b) Montrons que Vn € N, f(K,,) = F,, on aura alors f < N Kn) = Fu:

neN neN
Procédons par récurrence sur n.

-Pourn=0:

[z —y
Ky = {UGXI lu =2l = lu =yl = —5—

@) —f(y)H}
2

Fy = {UGY! lo = f(@)l = [l = F()]

5



1.1 Démonstration historique du théoréme de Mazur-Ulam

Soit v € f(Kj), c’est & dire qu'il existe u € K tel que f(u) = v. Alors

[z =yl _ lIf@) = f)l

o= F@I = 17w~ @) = lju— 2] =+ :

car f est une isométrie et u € Kj.

@) - Fw)

5 , donc v € Fy.

On montre de méme que [[v — f(y)]|

Ainsi, f(Ky) C Fo.

Soit v € Fy, comme f est surjective il existe u € X tel que f(u) = v. Alors

@) = f@)l ==yl
2 2

[ — || = [[f(u) = f(2)]| = llv = F(2)]]

car f est une isométrie et v € Fy.

l’ —
On montre de méme que ||u —y|| = M, donc u € Ky et v € f(K)).

Ainsi, Fy C f(K)).

Finalement, Fy = f(Kj).

- Supposons que F,, = f(K,) et montrons que F, 11 = f(K,11).
Rappelons que

dn
Kny1 = {u €eK,|K,CB <u, ?> } , o d, = diam(K,)

Fooi = {v €eF,=f(K,|F,=f(K, CB (v,%)},

ou d), =diam(F,) =diam(K,,) = d, car F,, = f(K,) et f est une isométrie.

Soit v € f(Ky41), c'est & dire qu'il existe u € K41 tel que f(u) = v.
Comme u € K,1,u € K,,, donc v € f(K,) = F,.
Soit w € F,, = f(K,), alors il existe z € K, tel que f(z) =w. On a

lw =vll = 17(2) = F(W)ll = ||z = ull
Comme u € K,;1, on a K, C B(u,d,/2) et z € K, donc ||z — u|| < d,/2. Ainsi,
F, C B(v,d,/2) = B(v,d,/2).
Donc v € F, 41 et f(K,11) C Foyg.

Soit v € F,,1. Comme f est surjective, il existe u € X tel que f(u) = v. Montrons
que u € K41 :

Comme v € F,, = f(K,), on peut supposer que u € K,,.

Soit w € K,,. Alors f(w) € f(K,) = F,.

d

/
n

2

d

Jw —ull = [ f(w) —v]| < 5

car f est une isométrie, v € F,, 41 et f(w) € K,,.
Ainsi, K, C B(u,d,/2).
Donc u € K11 et v € f(Kpy1). Dot Fiq C f(Kpi1).

Finalement, F, 1 = f(K,41).



1 THEOREME DE MAZUR-ULAM

On a donc montré que pour tout n € N, F,, = f(K,), donc f ( N Kn) = ) F, et
neN neN
fe) + fly) _ F <w+y

5 5 ), c’est a dire que f est affine sur X.

0

En adaptant cette démonstration, il est possible de généraliser ce théoréme au cas ot
f est simplement une isométrie locale surjective :

Théoréme 1.4 Soient X etY deux espaces vectoriels normés, ) un ouvert connexe de
X et A un ouvert deY. Si f : Q — A est une isométrie locale surjective, alors f est la
restriction d’une isométrie affine surjective de X dans'Y .

En particulier toute isométrie surjective de X dansY est affine. (Théoréme 1.3 de Mazur-
Ulam)

Définition 1.5 f : X — Y est une isométrie locale si Vo € X,3U € V(x) tel que f|y
est une isométrie .

Preuve : Soit z € 2. Comme (2 est ouvert, il existe > 0 tel que B(z,2r) C Q.
Nous allons montrer que si f est une isométrie surjective de B(z,2r) sur B(f(z),2r),
alors f est affine sur B(z,7) :

Soit z,y € B(z,r). Montrons que f (x + y) _ f(x)+ f(y)

2 2
Définissons par récurrence une suite décroissante de fermés :

Iz —
Ky = {uEQHIu—xII:Hu—yII:T

VneNK, = {vekK,| K, C B(u,d,/2)}

ol d,, est le diamétre de K,,.
1. Ky C B(z,2r)
Soit u € Ky
— 2
le—ull _ 2

S —=2
5 7‘+2 r

Iz —ull < llz ==l + |lz —ul| <r+
car x et y € B(z,7) et u € Ky
Donc K, C B(z,2r).
2. Comme f est une isométrie locale, on peut choisir r tel que f soit une isométrie
sur B(z,2r), et donc f est une isométrie sur K.

T+
3. De la méme fagon que dans la preuve précédente, on montre que (| K, = { 5 Y ,
neN
oo J@) 4+ () flx) + f(y) z+y
on caracterise 5 et on montre que 5 =f 5 .

Finalement, nous avons montré que pour tout z € € il existe r > 0 tel que f soit affine
sur B(z,r). Par connexité de Q, f est affine sur .

g
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1.2 Une autre preuve du théoréme de Mazur-Ulam

En 2003, Jussi Viiséld donne dans |7] une preuve plus simple du théoréme de Mazur-
Ulam utilisant simplement les propriétés des symétries suivantes :

X - X

Remarque 1.6 Soient X un espace vectoriel normé, z € X et 1 : { )
r — 2z—x

Alors

o = Idy
. 1) est bijective et ! =

~

2
3. 1Y est une isométrie

4. z est Uunique point de X tel que ¥(z) = z
5. Pour tout x € X,

[(z) =2l =z — =]l
[(z) ==l = 2z -z

En effet,
1. Soit x € X, Y(¢(x)) =92z —x) =22 — (22 —x) =x
2. donc 9 est bijective d’inverse 1.

3. Soit z,y € X, ||[v(x) —(y)|| = |22 — 2 — (22 —y)|| = ||[y — z||. Donc ¢ est une
isométrie.

4. Soitz e X, Y(x)=r 2z —rx=rx22=20& 2=1.

5. Soit z € X,

[0(z) =2l = 12z =z —z[ = [z -«
[9(z) =zl = (122 -2 —af| = 2|z — |

Théoréme 1.7 Soient X etY deux espaces vectoriels normés et f: X — Y une isomé-
trie bijective. Alors f est affine.

) a+b
Preuve : Soient a,b € X. Posons z =

Soient W l'ensemble des isométries bijectives g : X — X telles que g(a) = a et g(b) = b,
et soit A = sup{||g(z) — z||,9g € W}
Soit g € W. Comme g(a) = a et g est une isométrie,

l9(2) = all = llg(2) = g(a)l| = ||z —al
Ainsi,
lg(2) =zl < lg(z) —all+ lla = z[| = ||z — al + [la — z]|

a+b

= 2lla—z) =2|la= =) = a1

Donc A < |la —b]| < +o0

X = X

xr = 2z—x
Pour g € W, posons g* =1 og totog.

Considérons ) : {
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1.VgeW,g* € W

g* est une isométrie bijective comme composée d’isométries bijective (g € W et
pour ¢ cf Remarque 1.6)

g (a) = g Wgla) =Yg Mh(a) =Yg (22 —a) =g ' (b) = (b)) =2z —b=a
De méme, g*(b) = b.
2. |lg*(2) —z|| < A:car gf € W et A=sup{||h(z) — z||,h € W}.

2(lgz — 2| = |vgz — gzl = |lg gz — 2|
= g gz — 2| Zllgtr — 2 <\ Vg€ X

i) d’aprés 5. de la Remarque 1.6 et car x = gz

I est une isométrie

i1) car g~
ii1) d’apres 5. de la Remarque 1.6 et car x = g '1)gz
iv) par définition de g*

Donc sup{2 ||gz — z|| , g € W} A. On en déduit que 2A < A et A = 0. Clest-a-dire
que pour tout g € W, g(z) =

Soit f: X — Yune isométrie bijective.
G @I
5 :

5 5 e f(z) =

Y — Y
r — 22—z

Montrons que f (a * b) — M

Pour cela, définissons ¢/ : {

Alors h = f~1)'f € W. En effet :
- h est une isométrie bijective comme composée d’isométrie bijective
ha) =y f1 fla) = f 122" = f(a)) = ¢ (f(D) =¢(b) = a
- de méme h(b) =b

Ainsi, h(z) =
ie ) f” 1%0' fz) =z
ie. [T f(2) =1(2)

ie. [Tl f(z) =2
e, Y f(2) = f(2)
Or 2’ est I'unique point fixe de ¢/, donc f(z) =

2 Théoréme de Figiel

2.1 Prérequis

Définition 2.1 Soit X un espace vectoriel normé.

Un point x de X est dit lisse si ||.|| est Gateaux différentiable en x.

i.e. il existe T : X — R linéaire continue tel que Yh € X, ||z + th|| = ||z|| +tT'(h) + o(|t])
lorsque t € R tend vers 0.



2.1 Prérequis

Théoréme 2.2 Une fonction convexe continue sur un ouvert d’un espace de Banach
séparable a valeurs réelles est Gateaux-différentiable sur un Gs-dense de son domaine de
définition.

Commengons par démontrer un lemme :

Lemme 2.3 Soit X un espace vectoriel normé et f : X — R conveze continue. Alors f
est Gdteauz-différentiable en xo € X si et seulement si

f(zo +tu) + f(xo — tu) — 2f(20)
t

=0

Vu € X, lim
t—0

Preuve :
= Supposons f Gateaux-différentiable en zy. Alors il existe T : X — R linéaire

f(zo +tu) — f(xo)

continue telle que Vu € X, lim =Tu.
t—0 t

_ t _
En —u on obtient : Pr% f(xo i) f (o) =T(—u) = —Tu.
—

On en déduit que

lim f(xo +tu) — f(xo) + f(xo — tu) — f(x0)

t—0 t

=0,Vue X

< Réciproquement, soit h € X.

+th) — +th) —
1. Montrons que lim f(o ) = f(@0) et lim f(o ) =~ f(z0) existent :
t—0+ t t—0- t

Considérons la fonction g : R — R définie par Vi € R, g(t) = f(xo+th)— f(xg).
Alors g est convexe sur R.

Soient t; < 0 < to. Comme ¢ est convexe,

g(t1) — 9(0) - g(t1) — g(t2) - g9(t2) — 9(0)
th—0  ti—ty t3—0

Le premier membre est croissant et majoré par le deuxiéme donc

_g(t) —g(0) - flzo+th) — f(zo) — f(xo) + f(20)
lim —————~ = lim
t1—0— tl t1—0— tl
. f(xo+tih) — f(xo) )
= lim existe.
t1—0~ tl

Le dernier membre est décroissant et minoré par le deuxiéme donc

g(ta) —g(0) f(wo +t2h) — f(xo) — f(xo) + [ (o)
lim = lim
to—0+ tQ to—0t tQ
f(xo + t2h) = f(xo :
= um existe.
to—0+ to

2. Montrons que ces deux limites sont égales :
f(xo+th) — f(zo)  flwo—th) — f(zo)  flzo+th)+ flzog —th) —2f(x0)
t

t —t
— 0 lorsque t tend vers 0 par hypotheése.

10



2 THEOREME DE FIGIEL

Donc
. flwo+th) — f(zo) . flzo—th)— f(zo) . flxo+th)— f(xo)
im = lim = lim
t—0+ t t—0+ —t t—0— t
+th) —
Ainsi, pour f convexe et xq fixé, Vh € X, %in% f(zo t) f (o) = Th existe.
_>

3. Montrons que T est linéaire :
- VYhe X, T(=h)=-T(h) :

f(xo +t(=h)) — f(x0) . flwo —th) — f(xo)

T(—h) = lim = lim
t—0+ t t—0+ t
. flzo+th) — f(zo) . flzog+th) — f(xo)
= lim = — lim
t—0— —t t—0— t
th) —
C lim f(zo +th) — f(x0) __7p
t—0+ t

- Montrons que Yh € X, VA > 0,T(Ah) = XT'(h) :

f(zo +t(Ah)) — f(x0) f(xo + (tA)R) — f(20)

T(Ah) = lim = lim A
t—0+ t t—0+ tA
B) —
~ lim )\f($0+7" ) f<x0):)\T(h)
r—0t r

- On a alors Yh € X,VA € R, T(Ah) = A\T'(h).
- Montrons que Vh, k € X, T(h+ k) =Th+ Tk
Remarquons que comme f est convexe,

(TR 1

Soient h,k € X
h+k
T(h+k) = 2T (#) o tim L ( +t(%t)) — [(x)

1 1

f(#Jr%tk) —§f(x)—§f($)

= 2 lim
t—0t+ t

1 1

Sl (@ +th) = fl@)] + 5[ f(z + th) — f(z)]
S 2t1—i>1g}r t
g LA S S S g

On a montré que T'(h+ k) < Th+ Tk,Vh, k € X.

De plus,

—Th—Tk = T(=h)+T(=k)>T(—h—k) =T(—(h+k))
= —T(h+k)>-Th—Tk

D'ott ~T(h+ k) = —~Th — Tk et T(h + k) = Th + Tk.

Finalement, nous avons montré que 7' est linéaire.

11
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4. T est continue : Commengons par montrer le résultat plus général suivant :

Proposition 2.4 Soit U un ouvert de X et f : U — R convexe et continue
en xo. Alors f est localement Lipschitzienne en xq :

M > 0,30 > 0: B(xo,d) CU et |f(x)— f(y)| < M ||z —y||,Yx,y € B(xo,9)
Preuve : Comme f est continue en zg, f est localement bornée, i.e.
dM; > 0,0 > 0:|f] < My sur B(xg,20) CU

Solent x # y € B(x,0) et soit a = [z —y||. Soit z € B(xo,20) tel que
a

Yy = o 52 + P 61’. Alors, comme f est convexe,
0

Fy) € —5F(2) + ——(@)

i.e.
o ) o

-1 < =)+ (m‘ ) fla) = =S(7(2) — f(@)
o o
S oM< M S M e -y
M- 2M,
avec M = 5

De méme on montre que f(z) — f(y) < M ||y — z||. D’ou :

Va,y € B(wo,0),|f(x) = f(y)] < M [lz -yl

g

Montrons maintenant que 7" est continue :

f étant convexe continue, d’aprés la Proposition elle est localement Lipschit-
zienne :

il existe un voisinage B de xg et M > 0 tel que si x € X et t > 0 assez petit
pour que xg + tx € B,

fzo +tx) — f(2o) < Mt x|

Ainsi, pour tout = € X,

Tz = lim
t—0

f(zo+tx) — f(x0) < M|
t ~

C’est a dire que T' est continue.

Finalement, on a montré que f est Gateaux-différentiable en xg.

12
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Démontrons maintenant le théoréme 2.2 :
Preuve : Soient X un espace de Banach séparable, U un ouvert de X et f : U — R
convexe continue.
Soit (Ym),men une suite dense dans Sx. Pour tout m,n € N, on pose :

Gpm = {x tel que 36 > 0: |f(z + dym) + f(z — dym) — 2f(2)] < %}

et GG est 'ensemble des points de X ou f est Gateaux-différentiable.

1. Montrons que G = (| Gpm-. Les G, ., étant ouverts, cela ferait de G un Gs.

L GC N GCum
| t —tu) — 2
Soit x € G. Pour tout u € X, St tu) + f<f w) ~ 2/(@) — 0 lorsque t — 0.
f@ +tym) + fx —tym) — 2/ (x)

— 0.

En particulier, Vm € N,

C’est a dire :

t
Vm € N,Ve > 0,3n > 0:Vt < n,|f(z+tym) + f(z —tyn) — 2f(x)] < et

Soit € = —, on pose alors 77 = d,,,,. On a donc
n

5m,n

Vm e N,Vn € N, 30,0 > 0 |f(2 + Smntm) + (@ — Sunym) — 2f(2)] <

Autrement dit, x € [ Gpm.
- N Gum CG
Soit x € [ Gy,m. Procédons par I’absurde en supposant x ¢ G. Alors il existe

n,m

y € X, n € N* et (tg)ren décroissante vers 0 tels que

‘f(w )+ @ —ty) —2f (@) 1
n?

123

Comme f est localement Lipschitzienne et par densité des y,,, m € N, il existe
m € N tel que

|f($ + tkYm) + [T — thym) — 2f ()
178

1
> - VkeN (+)
n

Or, on remarque que s’il existe 6 > 0 tel que

‘f(x + 0ym) + (@ = Sym) = 2f(z)| 1
< —
) n

alors, pour tout t < 9,
'f(x +tyn) + f (@ — tyn) ~2f()| 1
t n

13



2.2  Démonstration du théoréme de Figiel

Comme = € Gy, et la suite (tx)ren décroit vers 0, on a, a partir d’un certain
rang K :

f(@ 4+ tym) + f(2 — thym) — 2f ()
ty,

1
<= Vk>K
n

ce qui contredit (). Donc z € G et G = [ G-

n,m

2. Montrons que pour tout n,m € N, Gy, ,, est dense. Soit z € X, e >0 et m,n € N.
Posons , Vt, 0, (t) = f(x + tym).
Alors ¢,, est convexe continue, tout comme f. L’ensemble des points sur lequel ¢,,

n’est pas dérivable est un ensemble fini ou dénombrable. En particulier, ’ensemble
des points ou ¢,, est dérivable est dense.

Ainsi, pour tout m € N,0 € {t € R | ¢/, (¢) existe} .

Donc pour tout € > 0, il existe |t,,| < € tel que ¢/, (t,,) existe.

f(x 4 tmYm + tym) + f(@ + tnYm — tym) — 2F (@ + tym)
t

Alors,

t tend vers 0.

tend vers 0 lorsque

En posant x,, = x + t,,ym, il existe § > 0 tel que

f(wm + 5ym) + f(wm - 5ym) - 2f(wm)
)

1
< —
n

ie. € Gym.
Or, [|zm — || = [l + tnym — zl| = [t lymll <e.
Donc z € G, €t Gy, est dense dans X

Comme G =1, ,, Gnm est une intersection dénombrable d’ouverts denses, d’aprés
le Théoreme de Baire G est dense.

g

2.2 Démonstration du théoréme de Figiel

En 1968, T. Figiel démontre dans [2] une généralisation du Théoréme de Mazur-Ulam :

Théoréme 2.5 (Figiel) Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et f: X — Y
une isométrie telle que f(0) = 0.

Alors il existe une unique application Q de vectf(X) dans X linéaire continue telle que
QI <1 etVre X,Qo f(z) =

En fait, il suffit de montrer le résultat simplifié suivant :

Proposition 2.6 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et f : X — Y wune
isométrie telle que f(0) = 0.
Alors Vn € NV, ...\, € R, Vaq,...,x, € X,

n
E Ni;
i=1

n

> Aif ()

=1

<
X

Y

14



2 THEOREME DE FIGIEL

En effet, supposons que 'on ait montré cette proposition, alors on définit () sur
vect f(X) de la fagon suivante :
Soit y € vect f(X) :

il existe n € N, A1, ..., \, € Ret xq,...,2, € X tels que y = > N f(2;). On pose alors
i=1

n

Qy) = QD Nif(w)) = Z Ai;

i=1

Montrons que ) est bien définie :

Soit Y Aif(wi) = > p;f(2}). Alors d’apres la Proposition
i=1 j=1

=0
Y

n m
2 : 2 : /

)\i.fCi — [le’j
=1 j=1

Z Aif (23) — Z N]f(x;)

<
X

D’oil Q(ii1 Nif(x:)) = Q(i1 i f(x5)).

D’aprés la Proposition, @ est de norme inférieure ou égale 1 sur vect f(X), par
continuité de @ on peut la prolonger & vect f(X) en une application linéaire continue
Q : vect f(X) — X de norme inférieure ou égale a 1.

De plus pour z € X, Qo f(x) = Q(f(z)) = z. Ceci impose I'unicité de @ sur vect f(X)
et donc 1'unicité de Q sur vect f(X).

Il ne reste donc qu’a montrer la Proposition 2.6

Preuve : Soit n € N et soient x1,...,x, € X. Notons E = vect {x1,...,2,}
1. Soit z € E, ||z|| = 1.

Montrons qu’il existe u: € Sy« telle que [[ut]| =1 et VA € R,uf o f(Az) = A.
Soit k£ € N. Par le théoréme de Hahn-Banach, il existe Uy, € Sy, telle que

<, , f(kx) — f(=kx) >= || f(kz) — f(—kx)|
De plus f est une isométrie donc

< g, f(kx) = f(=kz) >= [|f(kz) = f(=ko)|| = ke — (k)| = 2k [lz]| = 2k

Montrons que u; o f est une application 1-lipschitzienne :
Soient z,y € K

s, 0 Fu) — s, 0 f)| = | <ul, flu) = f(v) > | <|

1f(w) = F)ll = llu = o]

car u, € Sy- et f est une isométrie.

1/ (w) = f(o)ll

*
ka

Ainsi, u; o f est 1-lipschitzienne.

On a
uy, © f(kz)| = |uj, o f(kx) —uy, o f(0)| < |[kx — 0| = kjz]| =k

15



2.2  Démonstration du théoréme de Figiel

Donc u}, o f(kx) € [k, k], et de méme u} o f(—kx) € [k, k]|. De plus,
uy o f(kx) —uy o f(—kr)=<wu; , f(kr) — f(—kz) >=2k >0
Donc uy o f(kx) =k et u; o f(—kz) = —k.

Soit 0 < A < k. Montrons que u}, o fAx) =\
|uz,, o fOAr)| = [z, o f(Ax) —ug, o f(O)] < [[Az — 0] = A
Donc u, o f(Ax) € [=A, A]. De plus,
|z, © f(kx) —ug, o f(Ax)| < [[kz — Az| = [k = Al =k = A
Ainsi u}, o f(kr)—k+\ < uj, o f(Ar). Mais comme u}, o f(kz) =k, uj, o f(Ar) > A

T

et finalement u; o f(Az) = A

Soit —k < A < 0.
|uz,, © fQAX)| = [, o f(Ax) — g, o f(O)] < [A]
Donc u;, o f(Az) € [\, —A]. De plus comme u}; o f est 1-lipschitzienne,
\u;k o f(—kx) —uzk of(A)| < |—k—=A=k+ X
dot  —k—A<uy o f(—kx)—u; o f(\r)

et comme u; o f(—kr) = —k, u; o f(Ax) <A
Finalement, u} o f(Az) = A,

On a montré que V — k < A < k,uj, o f(Ax) = A. De plus, Vk € N, uj; € Sy~.

Par compacité préfaible de By-, quitte a extraire il existe u} € Sy~ tel que (u;k) ken
converge préfaiblement vers u}.

Or, pour tout A € R, il existe K € N tel que Yk > K, A € [—k, k]. Alors,
Vk > K uy, o f(Ar) = X
Ainsi,
VAe R uyo f(Ax) =\, et |ui]| =1
. Soit x un point lisse de E' de norme 1. Notons v la différentielle de ||.|| en z.

Montrons que v} € Sg« :
- Soit h € E fixé, t e Rt #0

lz+th] =]l +tvz(h) + o(|h])
= 1+ tvi(h) + of|h])

De plus, [z +th[ < |[z]| + [t |[2]| = 1+ [¢] [[2]]. Donc,
Vh e B, 1+twi(h) +o(Jt]) < 1+ [t |||

D’ou vi(h) +e(t) < ||h||. Et en faisant tendre ¢ vers 0 : vi(h) < ||h]|,Vh € E.
Ainsi ||v|| < 1.
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2 THEOREME DE FIGIEL

-enh=ux:
|lz+th|| = |lz(1+t)||=1+t=1+tvi(x)+o(t),Vt
| = 1.
Montrons que u} o f = v}
On remarque que YA € R, u} o f(Az) = X et v}(Ax) = \vi(z) = A
En fait, on va montrer que v} est I'unique fonction 1-lipschitzienne ¢ telle que
Vi e Rp(te) =t
Procédons par I'absurde en supposant qu’il existe y € E tel que u’ o f(y) # vi(y).
vy —ug o f(y)r) = vi(y) — ;0 f(y)vp(x) = vp(y) —uzo fy) #0
car on a vu que vi(z) = 1.
Dot w=y—ulo f(y)xr ¢ Ker v:
Alors, pour [t| assez petit et tel que tvi(w) > 0,

Donc vi(z) =1 et ||v}

ol

[l = tw]| = [lz]] — tvz(w) + of[t]) = 1 — tvz(w) + o(|t]) <1

T

1
7 < —. De plus, rappelons que v} o f est 1-lipschitzienne. Alors :

i

1 . . 1|
e uxOf(y)—<uxOf(y)+m>|—

Donc w

ZOf(y)—u;ZOf<(u o fu) + ﬁp)

1 1
< ly—|uzofly)+ = ||(y —uz o f(
( [ i <
D’otut une contradiction, et donc pour tout y € E, u} o f(y . C’est a dire,
u:v © f - Ux

3. Soient Ay, ..., A\, € R.

Z&f(%) = sup <U*7z)‘zf(xz)> > sup <u;’;72&f(xz)>

v u*ESE. rE€SE,r point lisse
n n
* *
2= sup E Ai (uy, f(2:)) = sup E Ai (vg, i)
r€SE,x point lisse i—1 rE€SE,r point lisse i1

= sup <'U;a Z )\z‘%>
i=1

rE€SE,x point lisse

D’aprés le Théoréme 2.2 les points lisses sont denses dans Sg, donc pour tout € > 0,

n
i=1
n
i=1

il existe x points lisse ||z|| = 1 tel que ||z — < e. Comme vi(z) =1 et

vi € Sp+, on a

Z Ni; Z Ai; Z Ni;
e>1- x——’il > <v;,x——’:1 >:1—<v;,—zzl >

Z i Z i Z i
i=1 i=1 i=1

Vv

17



et donc

D’ou <U;, z /\zxz> > (1 - 8)
=1

n
Ni;
=1

1=

rE€SE,rpoint lisse

sup <v;, Z /\ixi> > (1—¢)
i=1

n
g i
i=1

X

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a

z”: Aif () Z sup <v;, zn: )\iIi> >
=1 i—1

z€SE,r point lisse

n
E NiT;
i=1

Y X

U

3 Les espaces Lipschitz-libres et le Théoréme de Godefroy-
Kalton

En 2003, N.J. Kalton et G. Godefroy ont publié [3], article dans lequel ils présentent
I’espace Lipschitz-libre sur un espace métrique et utilisent certaines de ses propriétés afin
de montrer des résultats sur I’espace métrique. Par exemple on montrera que si () est une
application linéaire surjective a valeurs dans un espace de Banach séparable telle que @
admette un inverse a droite Lipschitzien L, alors () admet un inverse a droite linéaire de
méme norme que L.

3.1 Définition des espaces Lipschitz-libres

Soit (M, d) un espace métrique. On consideére I'espace Lipg(M) des fonctions f définies
sur M, a valeurs dans R, Lipschitziennes et telles que f(0) = 0. Munissons cet espace de
la norme suivante :

|f(x) = f(y)]
d(z,y)

Remarquons que ceci correspond & la constante de Lipschitz de la fonction.

Vf € Lipo(M), || fll;;, = Sip
ay

Proposition 3.1 L'espace (Lipo(M), ||.||;;,) est un espace de Banach.

Preuve :

L. [.[;;, est une norme :
- Pour tout f € Lipo(M), || fll;;, = 0
- Soit f € Lipy(M)

|f(x) = f(y)l
d(z,y)

c’est & dire f est constante sur M. Or f(0) =0, donc f = 0.

[fllyy =0 Vo #y e M, =0 Va,y € M, f(z) = f(y)

18



3 LES ESPACES LIPSCHITZ-LIBRES ET LE THEOREME DE
GODEFROY-KALTON

- Solent f, g € Lipy(M)

1S =+ gllip

d(z,y)
< sup { @) - f(y;l; y\§<x> o)l y}
= Hleip—i_Hngip

- Soit f € Lipo(M) et A € R

A(z)— A x) —
IAfll, = sup{' o y)f(y)',xm}:\Msup{—'f(d)@ jjy)',m#y}
= Il

2. Donc (Lipo(M),||.]|;;,) est un espace vectoriel norme.

3. Montrons qu’il est complet :
Soit (f)nen une suite de Cauchy dans Lipg(M) : Ve > 0,IN € N:Vp,q > N,

1o — fq”lip SE.

16y = Fill, = sup{|fp<w>—fq<z>(;5)p<y>+fq<y>|,x %y}
_ sup{“fp(w)—fp@;)(x— )= 140 %y}@

Ainsi, pour tout x,y € M, (f,(z) — f,(y))pen est une suite de Cauchy dans R donc
elle converge. Soit f(z) — f(y) sa limite.
Pour tout x € M, on considére (f,(z)— f,(0))pen = (fp(2))pen. Cette suite converge
vers f(x).
On définit I'application f : M — R par : Vo € M, f(z) = f(z). Montrons que
f € Lipo(M) :
- f(0) = f(0) = lim f,(0)=0.

p——+00

- Soient x,y € M
T@) =Tl = 5@~ 1@l = lm [ — L)< 1, dw)
= Cd(z,y)

En effet, | ||fp||lip - ||fq||lip| < fp — fq”lip < ¢ donc (||fp||lip)peN est de Cauchy
dans R donc converge vers C' € R.

Ainsi, f € Lipo(M).
(f)nen converge vers f :
Soit € > 0, il existe N € N tel que Vp,q¢ > N, || f, — fq””p <e.

Soit n > N, alors || f, — fll;;, = lLm |[[fu = foll,- Pour ¢ = N, |[fu = foll, < e
P S too P P

Donc || fn — fll;;, < € et (fa)nen converge vers f.
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3.1 Définition des espaces Lipschitz-libres

Finalement, on a montré que (Lipo(M), |.|;;,) est un espace de Banach.

Pour z € M, on définit la fonction 6, : Lipo(M) — R par

VS € Lipo(M),5,(f) = (2)
Alors 8, € Lipy(M)* et [5,(f)] < |f@)] < ||, d(x,0).

M — Lipo(M)x
r Oy
structure linéaire) :

Soient v,y € M et f € Lipo(M). Alors |(8, — 8,)(N)] = |£(z) — ()] < |l d. 1),
d’out ||, — 5y||z¢p < d(z,y).
Considérons la fonction définie par Vz € M, f(z) = d(z,y) — d(y,0). Alors f est 1-
Lipschitzienne et f(0) = d(0,y) — d(y,0) = 0 donc f € Lipy(M). De plus,

(62 — 0,) ()] = |d(x,y) — d(y,y)| = d(z,y)

De plus, 0y : est une isométrie (non linéaire car M n’a pas de

Ainsi, (|02 = Oyl 150 (ary- = d(2,y) €t 6 est une isométrie.

Définition 3.2 Soit M un espace métrique, on définit F(M) Uespace Lipschitz-libre sur
M par F(M) = vect{6,,x € M} C Lipy(M)*.

Proposition 3.3 Le dual de F(M) est isométrique a Lipo(M).

Preuve : Considérons 'application

J: Lipg(M) — F(M)
f=Jf

ou Jf est définie sur vect{d,,x € M} par : Yu = > a;é,,,Jf(n) = > a;f(x;), puis
i=1 i=1

prolonger par continuité a ’adhérence F(M).
Montrons que J est une isométrie surjective :
- J isométrie :
Soit f € Lipo(M). Pour p € F(M), [Jf()| = ()] < Neell pipocary 1f[l1ips 00 e
deéduit que HJf”f(M)* < “f”lip'

. 51_634
Pour = # y, soit u = y

, alors comme ¢ est une isométrie, ||zl[1;,,rr)- = 1. De

@ - s I 1)
plus, |Jf(u)| = W donc pour tout @ # y, | f | iy ary- = W .

Par passage au supremum, ||‘]f||Lip0(M)* 2 ||le¢p- Do ||Jf||Lip0(M)* = ||f||lip et J
est une isomeétrie.

- J surjective :
Soit ¢ € F(M)*. Alors ¢ est déterminée par ¢(6,),Vz € M. Posons, pour tout
x € M, f(x) = p(d,) et montrons que f € Lipy(M) :

f(0) = ¢(do) = (0) =

Y
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Soient z,y € M,

[f(@) = fW) = le(6z) = ¢(dy)] = [0(de — &y )]

< ellzan 102 = 0yl Lioans = Il 7any- d(z,y)

Donc f € Lipy(M).

Montrons que Jf=¢:
Soit 1 = Z a;0,, € vect{d,,x € M}. Alors

n

o=y (2 a6 ) = L aupldn) = S auf ) et I50) = S af ) = o)
Donc Jf = p et J est une isométrie s&rjectlve -

Ainsi on a montré que F(M)* = Lipy(M).

Exemple 3.4 F(R) = L;(R)
Preuve :
1. Montrons que Lipy(R) = Lo (R) :
Remarque 3.5 On montrera plus tard (Proposition 3.24) que toute fonction Lip-
schitzienne est dériwvable presque partout.
f = f
- Montrons que T" est une isométrie. Soit f € Lipo(R).

B —
171 = sup 1) = sup i PEE =T gy

zeR |t—0 h

Ainsi, [[f'l] o < [1flip-
De plus, pour tout z,y € R,

Soit alors T :

= /: f(t) dt

[f(@) = fW)] < |z =yl 1|

Alors,

Dot || fl, < 1F1l o

Et donc || f[|;;, = I/'ll .- Cest-a-dire que T" est une isométrie.
- Montrons que 7' est surjective :

Soit g € Lo (R). Posons

fla) = [ sty
Alors, f € Lipy(R) :

f(0)=0
Soient x > y € R,
)= 1001 = | [ a(0at| < gl be =
Y
De plus, Tf=g.
Finalement, F(R)* = Lipg(R) = Loo(R) = L1 (R)*.
Mais cela ne signifie pas que F(R) = L;(R).
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3.2 Propriété de relévement

- T est injective car c’est une isométrie.

Lo(R) — Lipg (]R)

Finalement, 7" est bijective et son inverse 7! : est
g = (x> [ g(t)dt)
linéaire continue.
Définissons S : F(R) — Li(R) par : Vzi,...,x, € R, aq,...a, € R,
S (Z C¥1512> = Z Oéil[O,mi]
i=1 i=1
Vérifions que S* =T :
il suffit de montrer que Vz € R, < S0,,9 >1, 1..=< 0:, T 19 > 7®), Lipo(R)
Soit alors x € R,
<802, 9 >0 000=< Li0a], 9 >11,000= / g(t) dt =< 4,,T g > F(R),Lipo(R)
0
Donc S est bien 'adjoint de 7.
Montrons que S est une isométrie :
Remarquons que S(0) = 0, donc il suffit de montrer que pour tout »_ «a;d,,,
i=1
S (Z aiém> > aid,,
i=1 i=1 F(R)
Soit alors Y a;d,, € vect {6,z € X},
i=1
S Z a0y, = sup S Z @i0z; |, 9
i=1 1 g€ Loo,|lgll=1 i=1 L1,Loo
- sup <Za15$ I g>
9&boc o=t F(R),Lipo(®)
S RNy
feLZp()( Hf” 1 ]:(R),L’Lpo(R)
- %o
=1 F(®)
Ainsi, S est une isométrie linéaire de F(R) sur L;(R).
Ul

3.2 Propriété de relévement

Lemme 3.6 Soient X et Y deux espaces de Banach. Si T : Y* — X* est un opérateur
w* — w*-continue, alors il existe un opérateur S : X — Y tel que T' = S*.
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Preuve : Soit T" : X*™ — Y** 'adjoint de T et § = Ty : X = Y™

1. Commencons par montrer que pour tout x € X, Sz € Y** est w*-continue sur Y*.
Soient y* € Y* et £ > 0. Comme T est w* — w*-continue, il existe V' € Vyy+yv)(y*)
tel que Vz* € V. Tz* e {u* € X*: | < x,u* —Ty* > | <e}.
Ainsi, | < Sz, 2" —y* > | =| <2, Tz —=Ty" > | <eet Sz € Y* est w*-continue
sur Y.

2. Montrons maintenant que si y** € Y** est o(Y*, Y )-continue, alors y** € Y :
Soit § > 0. Comme y** est o(Y™*,Y')-continue, il existe yi, ...,y, € Y,e > 0 tels que

Y EVO;yl yn§5:>‘<y**7y*>|<5

goe

En particulier, si y* € [ Ker y; alors y*™(y*) < §. y*™ est donc bornée sur
i=1

n n
Ker y;, on en déduit qu’elle est nulle sur (| Ker y;.
=1

i=1

C’est a dire () Ker y; C Ker y**. Finalement, y** € vect{y;,1 <n} C Y.
i=1
3. On a montré que Tr X — Y. Montrons que S* =T
Soient x € X et y € Y*. Alors < Sz,y >yy-=<T"2,y >y=y-=< 2,Ty >x x-.
Donc T est I'adjoint de S.

0

Proposition 3.7 Soient (M,d) et (N,d) deux espaces métriques. Soit L : M — N
une application Lipschitzienne telle que L(0) = 0. Alors il existe une unique application
linéaire L : F(M) — F(N) telle que Loy = on L.

De plus, ||| = |l

Preuve : Considérons 'application

L* : Lipo(N) = F(N)* — F(M)* = Lipy(M)
F — FolL

1. Montrons que ||L#|| = ||L||,;, :

HL#H - Sup | F o L”lip < ||L||lip
FeLipo(N), || Fl;;,=1

Done [[L#|| < [IL]l;;,.
Soit x # y € M. Définissons 'application

F:N — R
z — d(z,L(y)) —d(0,L(y))

Alors F' est 1-Lipschitzienne et F'(0) = 0, donc F' € Lipy(N).

De plus,
4 _ . - |FoL(z)— FoL(t)|
e Y d(z,1)
[FoL{z) — FoL(y)| _ d(L(z), L(y))
g d(z,y) d(z,y)
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3.2 Propriété de relévement

Ainsi, pour tout z,y € M,z # vy, ||L#| >

D’oti par passage au sup : ||L#|| > L1153,

Done ||L#]] = [|L

. Montrons que L# est 'adjoint d’un opérateur L : F(M) — F(N) : L* = L#
Grace au lemme précédent, il suffit de montrer que L* est w* — w* continue.

Soit (F,)nen C Lipo(IN) une suite convergeant préfaiblement vers F' € Lipg(N).
C’est a dire Yy € N, (F,(y))nen converge vers F(y), ou encore (F,),en converge
simplement vers F.

Montrons que F}, o L converge préfaiblement vers F' o L :

Pour tout x € M, L(z) € N et F,, 0 L(z) = F,(Lx) — F(Lx) = F o L(x). Donc
(F,, 0 L)nen converge simplement vers F o L. Autrement dit, (L#(F},))nen converge
préfaiblement vers L# (F).

Ainsi, L# est w* — w* continue donc il existe L : F(M) — F(N) tel que L# = L*.
. On a vu que ||[L#]| = ||L]|,- De plus, L est Padjoint de L#, donc ||L|| = [|L#||.
Dot ||Z]| = [[L ],

. Montrons que f)éM =0yl :

Soit € M. On veut montrer que L&, = dyL(x). Soit F € Lipy(N) = F(N)*.

L8,(F) = <ﬁ5x,F> — (3, Fol)=FoL(x)
OnL(z)(F) = Op@)(F)=F(L(x)) = Fo L(x)

Ainsi, L, = 6y L(z)Vz € M et donc Loy = oy L.

. Cette égalité permet de montrer Punicité de L. En effet, Vi € vect {0z, 2. € M}, L6,
est définie de maniére unique par dyL(x). De plus, F(M) = vect {0,z € M}.

g

Soit maintenant X un espace de Banach.

Considérons I'application Sx définie sur vect {J,,z € X} par :

Viaiém € vect{d,,x € X}, Bx (i 041-(5%) = iaix’i
i=1 i=1 i=1

Soit x* € X* C Lipy(X) avec ||z*| sa constante de Lipschitz. Alors on a

(e (Sas)or) = (Sonr) = (o)
i=1 X, X * i=1 X, X* i=1 F(X),Lipo(X)

D’apres le théoréme de Hahn-Banach,

n n
E QT = sup g ;T T
i—1 x T*ES X i—1 XX+

n
Te8Limo) \ iz F(X),Lipo(X)
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Donc ||Bx|| < 1.
De plus, soit « € X. Alors Sx(d,) = x et donc [|Bx(2)|x = [lz[lx = |6z z(x)- Dot

18]l = 1.
Finalement, ||Sx|| = 1 et on peut I’étendre en une application linéaire bornée :

B:F(X)—= X

Lemme 3.8 [y est une application quotient de F(X) dans X et son inverse & droite
est Ox -
Bxox = Idx

Définition 3.9 Une application quotient est une application linéaire continue surjective.

Preuve : [x est un opérateur linéaire borné comme prolongement d’un opérateur
linéaire borné. De plus, par définition de fx, pour tout = € X, Sx(0x(z)) = Bx () =«
donc [x est suriectif et son inverse & droite est dx.

g

Proposition 3.10 Soient X et Y deux espaces de Banach et L : X — Y une application
Lipschitzienne telle que L(0) = 0. Alors il existe une unique application L : F(X) =Y
linéaire telle que Lox = L et |[L|| = | L],

Preuve : D’apreés la Proposition 3.7, il existe une unique application L:F (X) = F(Y)
linéaire telle que Lox = dy L et |[L|| = ||L[,,

Posons L = By L. Remarquons que L est bien linéaire. De plus, comme Sy dy = Idy :
Léx = By Léx = PBydyL = IdyL = L.
Rappelons que Sy est un opérateur de norme inférieure ou égale a 1, d’ou

LI} = 118y LIl < [1L1] = |I LIl

Soient z # 2’ € X. Comme dy est une isométrie, ||0x(z) — dx(z')|| = |lz — 2’| . De
plus, L(6x(x) — dx(2)) = L(z) — L(«'). Ainsi,

(0x ()| _ L(x) — L{z")]
10x () = dx ()] [l — 2|

C’est & dire que pour tout x # ', ||L(x) — L(2')|| < |L|| ||= — '||. Donc ||L|| < ||L]| et
finalement, ||L|| = ||L]].

b{
=
>
&
|
]

0

Quelques rappels sur les suites exactes :

Rappelons que 0 — Z By 55 X 5 0 est une suite exacte lorsque R est injective,
S est surjective et Im(R) = Ker(S).
On dit qu’une suite exacte est scindée s’il existe une application linéaire continue

VX =Y telle que SV = Idy.

Définition 3.11 On dit qu’une suite exacte est Lipschitz-scindée s’il existe une applica-
tion Lipschitzienne (non nécessairement linéaire) L : X — 'Y telle que SL = Idx.
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Remarquons que 1'on peut toujours supposer L(0) = 0.

Soit Zx = B ({0}) le noyau de By.
On peut réinterpréter le Lemme 3.8 de la maniére suivante :

Lemme 3.12 La suite exacte 0 — Zx — F(X) Ly X =0 est Lipschitz-scindée.

Preuve : La surjectivité de Gx et la définition de Zx sont équivalents au fait que la
suite soit exacte. De plus on a montré que dx est une isométrie donc en particulier dx
est Lipschitzienne. D’otu le résultat.

g

Définition 3.13 On dit qu'un espace de Banach X a la propriété de relevement (iso-

métrique) s’il existe une application linéaire continue (de norme 1) T : X — F(X) telle
que BxT = Idx.

Proposition 3.14 Soit X un espace de Banach. Alors X a la propriété de relevement
st et seulement si toute suite exacte 0 — Z —Y — X — 0 qui est Lipschitz-scindée est
linéairement scindée.

Preuve :

< On a vu au Lemme 3.12 que la suite exacte 0 — Zx — F(X) Iy X = 0 est
Lipschitz-scindée. Par hypothése elle est donc linéairement scindée. C’est a dire
qu’il existe T : X — F(X) linéaire continue telle que SxT = Idy.

= Réciproquement, soit 0 - Z — Y 24 X — 0 une suite exacte Lipschitz-scindée.
Soit alors L : X — Y Lipschitzienne telle que SL = Idx.
D’aprés la Proposition 3.10, il existe L : F(X) — Y linéaire telle que Léx = L.
Alors, SLéy = SL = Idx. Or, d’aprés le Lemme 3.8, Bxdx = Idy, on en déduit
que SL = Bx.
De plus, par hypothése X a la propriété de relévement, donc il existe T : X — F(X)
linéaire continue telle que SxT = Idx.
Alors, LT : X — Y est linéaire continue et S(LT) = Idyx, d’oil la suite exacte est
linéairement scindée.

g

Corollaire 3.15 Soient X et Y deux Banach tels que X ait la propriété de relévement.
Soit QQ 'Y — X wune application quotient.

S’il existe une isométrie (non nécessairement linéaire) L : X — 'Y telle que QL = Idx,
alors il existe une isométrie linéaire V : X — 'Y telle que QV = Idx.

Preuve : Considérons la suite exacte 0 — Ker Q — Y 9 X - 0. Par hypotheése elle
est Lipschitz-scindée, donc par la Proposition 3.14, comme X a la propriété de relévement,
cette suite exacte est linéairement scindée. D’ol le résultat.

i

Lemme 3.16 Pour tout X Banach quelconque, F(X) a la propriété de relévement.
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Preuve : Considérons l'isométrie dx(x)0x : X — F(F(X)).
Comme 5]:()()(5)((0) = (5]:()()(0) = (50, on aVF € LZpo(.F(X)),

57000x (0)(F) = do(F) = F(0) = 0

D’aprés la Proposition 3.10, il existe une unique application 7' : F(X) — F(F(X))
linéaire telle que Tox = drx)dx et || T = 1.
De plus, d’aprés le Lemme 3.8, Br(x)0rz) = {dr(x). Ainsi,

Vo € X, Br)Tox(x) = Brx)0rx)dx () = dx(v)
Finalement, 6]-'(X)T = ]d]:(X)
Ul

Théoréme 3.17 Soit X un espace de Banach. Alors les propositions suivantes sont équi-
valentes :

i. X a la propriété de relévement

ii. SiY est un Banach tel qu’il existe L : X — Y isométrie (non nécessairement linéaire)
avec L(0) = 0 et Y = wvectL(X), alors Y contient un sous-espace complémenté
linéarrement isométrique a X.

Preuve :
= Supposons que X ait la propriété de relevement. Soit Y un Banach tel qu’il existe
L : X — Y isométrie (non nécessairement linéaire) avec L(0) = 0 et Y = vectL(X).
D’apreés le Théoréme 2.5 de Figiel, il existe une application linéaire continue

Q:Y =wvect L(X) = X

telle que [|Q|| < 1 et Vo € X,Q o L(z) = x. En particulier, () est surjective.

On peut donc appliquer le Corollaire 3.15 :

il existe une isométrie linéaire V : X — Y telle que QV = Idx. En particulier, V'
est injective et donc il existe un sous-espace Y; de Y tel que X soit linéairement
isométrique a Y;.

Définissons P = V@Q : Y — Y et vérifions que P est une projection continue sur
Y.

- P(Y)=V(X) =Y et comme QV = Idx, on a

PP=VQVQ=VIdx Q=VQ=P

Donc P est une projection sur Y.

- |IP| < [V |Q]] < 1 donc P est continue.
Finalement, Y] est un sous-espace complémenté et X est linéairement isométrique
a un sous-espace complémenté de Y.

< Reéciproquement, considérons Y = F(X) et vérifions que Y satisfait les hypo-
theses :
dx : X — F(X) est une isométrie et dx(0) = 0.
De plus, Y = F(X) = vect {0,,x € X} = vect dx(X).
Y = F(X) satisfait les hypothéses, donc il existe Y7 C Y un sous-espace complé-
menté linéairement isométrique a X.
On a vu au Lemme 3.16 que F(X) a la propriété de relévement, donc il existe
T : F(X)— F(F(X)) linéaire continue telle que BrxyT" = Idr(x). Alors T}y, est
linéaire continue et Srx)1Tly, = Idy;.

g
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3.3 Cas des espaces séparables : le théoréme de Godefroy-Kalton
3.3.1 Un résultat préliminaire : le théoréme de Rademacher

Définition 3.18 Une fonction f : I = [a,b] — C est absolument continue sur I si
pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout n € N et pour toute famille dis-

jointe d’intervalles de I, |y, 1], ..., Jau, Bil, -y lam, Bul, telle que > (5; — ay) < &, on ait
i=1

ié lf(Bi) — flay)| < e.

+oo
Remarque 3.19 Si f est absolument continue et > (8; — ;) < 6, alors pour tout

=1

n e N, Y (6 —a;) < d. Ainsi, pour tout n € N, > |f(8) — flay)| < g, et donc
£ e

=1 i

+z°:° (B — Flan)] <.

Définition 3.20 Soit M une tribu, p une mesure positive sur M et \ une mesure ar-
bitraire sur M. Si A(E) = 0, pour tout E € M tel que u(E) = 0, on dit que \ est
absolument continue par rapport & p et on note A << p.

Rappelons sans démonstration le théoréme de Radon-Nikodym :

Théoréme 3.21 Soient M une tribu sur X, p une mesure positive o-finie sur M et A
une mesure complexe sur M. Alors

a) il existe un unique couple (Mg, \s) de mesure complexe sur M tel que X\ = A\, + As,
Ao << et AgLp.
St A est positive finie, alors N\, et Ag le sont aussi et Ag L.

b) il existe une unique application h € L*(y) telle que VE € M, \(E) = [, h dp

Théoréme 3.22 Soit I = [a,b] un intervalle de R et f: I — R une fonction croissante
absolument continue sur I.
Alors f est presque partout différentiable sur I.

Preuve : Notons A\ la mesure de Lebesgue sur R.

1. Montrons tout d’abord que I'image par f d’un ensemble de mesure nulle est de
mesure nulle :

Soit M la tribu de tous les ensembles de R mesurables pour la mesure de Lebesgues.
Soit ' C I tel que E € M et \{(E) = 0. On peut supposer que a,b ¢ E.
Soit € > 0 et 6 > 0 associé a ¢ par la définition de ’absolue continuité. Alors il

existe un ouvert V' tel que V = |J]ay, B[, o les |ay, 5] sont disjoints, £ C V C I
i=1

et A (V) < 0. Cest a dire Zn:(ﬁz — ;) < 9, donc i f(Bi) — flaw) < e.
=1 i=1

n

Or, E C V, done f(E) € f(V) € Ulf(as) — f(8)]. De plus,

A (U[f(ai) - f(ﬂz)]) < Z f(Bi) — flaw)

donc f(E) € M et \(f(E)) =0.
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2. Montrons maintenant que f est différentiable presque-partout :
Soit g la fonction injective définie par Vz € [a,b], g(z) = z + f(x).
Si J C I est un intervalle de longueur 7 et f(J) est un intervalle de longueur 7/,
alors g(J) est de longueur n+7'. Donc I'image par g d’'un ensemble de mesure nulle
est de mesure nulle :

Si J est un intervalle, A\ (J) = 0= A\ (f(J)) =0= A\ (g(J))=0+0=0.
Si J est un ensemble quelconque, on a le résultat par régularité de A;.

Soit E C I,E € M. Alors E = E; U Ey, ot EgN E; =0, m(Ey) =0 et Ey est un
F,. C’est a dire que F; est une réunion dénombrable de compacts. Comme g est
continue, g(£}), est une réunion dénombrable de compacts.

On a montré que I'image par g d'un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle,
donc A (g(Ep)) = 0.

De plus, g(F) = g(E1) U g(Ep) donc g(F) € M.

Définissons u(E) = A (g(F)).

Remarquons que comme ¢ est injective, pour tout Jy, Jo, C I tels que J; N Jy, = 0,
on a g(J1) Ng(Je) = 0.

Montrons que p est une mesure positive et bornée sur M :
- Comme \; est une mesure, () = A1 (g(0)) = A1 (0) = 0.
- Soit une suite (An)w1 C M telle que Vn # m, A, N Ay = 0. Alors

H (U An) =\ <9<U An)) = A1 <U Q(An)> = ZAl (9(An)) = ZM(An)

n>1 n=1 n=1 n=1 nz1

ou ¢ provient du fait que g est injective et 77 est justifiée car \; est une mesure
Ainsi p est une mesure positive.
- pu(l) =M(g(I)) = M) + M (f(I)) < +oo car f est continue sur I compact.
Ainsi, u est une mesure positive bornée.

Montrons que p est absolument continue par rapport a A; :
Soit £ € M tel que \{(E) = 0. Alors on a montré que \(g(E)) = 0, donc u(E) = 0.

En résumé, \; est une mesure positive finie, u une mesure. Donc d’aprés le théoréme
de Radon-Nikodym, il existe un unique couple (14, i1s) tel que g = pa+pis, fa << A1
et pslA. Or, p << Ay, donc p, = p et us = 0.

Ainsi, il existe un unique h € L'(\;) telle que VE € M, u(E) = [, h dX;.

Soit x € I. Pour E = [a,z], g(F) = [g9(a), g(z)] et

9(@) = gla) = M(9(E)) = p(E) = / ") dt
g(x) —gla) = f(z)—fla)+z—a

Ainsi, f(z) — f(a) = [7(h(t) — 1)dt. Et donc f est dérivable presque partout.

Proposition 3.23 Soit f : R — R Lipschitzienne. Alors f est absolument continue.
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Preuve : Notons L la constante de Lipschitz de f.

Soit € > 0 et (Jay, Bi]);<,, une famille disjointe telle que > (8; — a;) < % Alors,
i=1

n

> 1B - ZL )<L_=¢

i=1
C’est-a-~dire f est absolument continue.

O
Proposition 3.24 Soit f : R — R Lipschitzienne. Alors f est dérivable presque partout.

Preuve : Notons L la constante de Lipschitz de f.
On écrit Vo € R, f(z) = g(z) — h(z), ou g(z) = Lz + f(x) et h(z) = L.
* g est dérivable presque partout :
- g est continue
- g est croissant
Soit x < y. Alors

9(y) —g(x) = Ly + f(y) — Lz — f(z) = Ly — ) + (f(y) — f(x))

Ona L(y —x) 2 0 et |f(y) — f(z)] < L(y — x), donc g(y) — g(z) > 0 et g est
croissante.

- g est Lipschitzienne
Soient x,y € R

lg(x) — g()| = [La + f(x) — Ly — f(y)| < Llz — y| + L|z — y| = 2L|z — y|

D’apres le Théoréme 3.22, g est dérivable presque partout.

* h est dérivable partout.
Finalement, f est dérivable presque partout comme somme de deux fonctions déri-
vables presque partout.

g

Théoréme 3.25 (Rademacher) Soient n € N et f: R — R Lipschitzienne.
Alors f est Fréchet-différentiable presque partout.

Avant de démontrer ce Théoréme, commencons par quelques résultats utiles :

Lemme 3.26 Si f : R" — R est Lipschitzienne et Gateauz-différentiable en xq € R",
alors f est Fréchet-différentiable en xq.

Si on démontre ce Lemme, il suffira donc de montrer que f est Gateaux-différentiable
presque partout.

Preuve : Supposons [ Gateaux- différentiable en xq. Alors il existe T": R” — R linéaire

+ tu) —
bornée telle que Vu € R™, Tu = lim f(xo U) f(xo)

t—0
Soit € > 0 et (u;)l~; C Sgn tel que Yu € Sgn, EIO nlu; —ul <e.

Soit ty > 0 tel que |f(zo + tu;) — f(zo) — tT(w;)| < 5]t|,V\t| <toetVi<m
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Ainsi, pour tout u tel que |lu|| =1,

|f(zo + tu) — f(xo) — tT(u)|

= |f(xo + tu) — f(mo + tw;) + f(zo + tu;) — fxg) + tT(u;) — tT(u;) — tT(u)]
< Lflzo + tu — o — tui|| + [tle + | T']| [u; — ul| [¢] < [¢[e(L + 1+ [[T7)

— 0 lorsque € — 0

Donc f est Fréchet-différentiable en xg.

0

Lemme 3.27 Soient X etY deux Banach et f : X — Y une application Lipschitzienne.
Soit G un sous groupe additif de X dense.

f(xo + tu) — f(x0)

Sl existe vy € X tel que Vu € G, 111% existe et est additive comme
—

t
fonction de u, alors f est Gateauz-différentiable en xg.

Preuve : Soit L la constante de Lipschitz de f.

Pour ¢ # 0, posons h;(u) = flao + ti) — f(xo).

Alors {hy,t # 0} est équicontinue. En effet, pour tout ¢, pour tout u,v € G,

1 1
1 (w) = he(v)[| = me(xo +tu) = f(zo + )| < Ik [tu = tvl} = Lflu — ]

donc pour tout ¢, h; est Lipschitzienne de constante L.

Comme PH& hi(u) existe pour tout u € @G, cette limite existe également pour tout
%

u € G = X et I'additivité des limites sur G implique 'additivité des limites sur X.
De plus,

f(xo + tau) — f(mo)

lim hy(ou) = lim = lim a
t—0 t—0 t at—0 ta

= lim flzo +Tu) = /(o) a = alim hy(u)

TS0 T T Ursol T

Cette limite est donc un opérateur linéaire. De plus cet opérateur est borné par L. Ainsi,
Pn% hy = Dy(zo).
—

g

Lemme 3.28 Soit W la réunion d’une famille finie de boules ouvertes B(x;,1;), avec
1 <i< N. Alors il existe S C {1,..., N} tel que
a) Vi € S, les boules B(x;,r;) sont disjointes

i€S
¢) An(W) < 3" 3 An(B(wi, 7))

€S
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Preuve : Commengons par ordonner les boules B; = B(z;, ;) suivant les rayons dé-
croissants 1y < ro < ... < Iry.

Posons i; = 1. On élimine tous les B; qui intersectent B;,.

Soit B;, la premiére des boules restantes, s’il y en a. On élimine tous les Bj,j > o,
qui intersectent B,,.

Soit B;, la premiére restante.

Jusqu’a épuisement (au départ on a un nombre fini de B;).
On obtient alors un ensemble S = {i1,4, - ,ifini}. Vérifions les assertions :

a) Vi € S, les boules B(z;,7;) sont disjointes par construction.

ies
Pour toute boule B; éliminée, il existe ¢ € S telle que B; C B(z;, 3r;).
En effet, si 7 < r et B(a',r") N B(x,r) # 0, alors B(z',r") C B(x,3r).

M) < Ay (U B(xi,sm) <D (Bl 3r)) < 3" A(Blai 1))
icS €S €S

Car nous sommes sur R”.

Lemme 3.29 Pour presque tout x € R", pour tout f € L'(R"),

li —1 - dy =0

Preuve : Pour tout x € R” et tout r > 0, on définit

(T.f)(x) = |f = f(@)]dAn

1
An(B(0,7)) /B(m)

et
(Tf)(z) = limsup (7. f)(x)

r—0

Montrons que T'f = 0 presque partout :
Soit y > 0 et p € N. f appartient a L'(R™) donc par densité, il existe g € C.(R™) telle

1
aue [[f =gl < .
Posons h = f — g.

- Montrons que T'g =0 :
Soit z € R,

r—0 r—0

1
Tg(x) = limsup(7,g)(z) = limsup W/B(m) lg — g(x)|d\, =0
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car comme ¢ est continue : si y — =z, alors g(y) — g(x) et par le théoréme de
convergence dominée :

1
lim sup —/ a(y) — g(@)dM(y
r—0 )\n<B(07T)) B(:c,r)’ ( ) ( >’ ( )
1
= limsup ————— — g(x)|d\,
=0
- On a, pour x € R" :
e o [ )]
r T = . - .
A(B(0,7)) J B
1
)\n(B(O’T)) /B(m,r)‘ ‘ | ( )‘
1
S S STB0 h| d\, + |h(x
0<T<I—?-oo )\n<B(0,T)) /B(x,r)| | | ( >|

1
Donc, en posant M (h)(z) :== sup WIB(E’T) \h| d\,,

0<r<+oo )\n
T(h)(x) < M(h)(x) + |h(z)]

De plus, f = h+ g, donc T,.f < T,h+ T,g. On en déduit Tf < Th+ Tg. Et comme
Tg(x) =0, alors Tf < Th < M(h) + |h|.
Ainsi, {T'f > 2y} C{Mh >y} U{In| >y} := E(y,p).
3n
- Montrons que A, ({Mh > y}) < ?HhHl :
Tout d’abord,

. PN - - h| d\, >
v € {Mh(z) >y} 0<?”1<11-:)i-00 An(B(z,1)) /B(w’r) . ’
1
. 3r>02—/ | dX, >y
A(B(,7)) JBr

1
<~ Jdr>0:\(B(z,1) < —/ |h| d\,
Y JB(x,r)

Soit K C {Mh > y} un compact. Alors pour tout = € K, il existe r > 0 tel que

1
M(B(x,7)) < —/ 1] dA,
Y B(z,r)

Comme K est compact, une réunion finie de B(z,r) recouvre K. D’aprés le Lemme
précédent, une famille finie disjointe de {Bj, ..., By} recouvre K et
al 3" & 3"
n(Bi) < —Z/ |h| d\, < —||h||; car les B; sont disjointes
i=1 Yy =3 /B Yy
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3n
Ainsi, \,({M(z) > y}) = sup An(K) < —|lAl];-
KC{M(z)>y},Kcompact Yy
1 3"
De plus, [|h]l, =|If —gll; < o Donc, \,({M(z) > y}) < s

1
- Montrons que A\, ({|h| > y}) < —:
by

h|
MBS 9)) = A ({?> 1}) :/{Z>1}1 i,

h 1 1
< / Y < Il < —
{11} Y y Py

Alors on a

M(B(y,p) = An ({MR > g} LI > y}) <X (M > y}) + A ({IR] > )
3" 1 3"+1
_— — =
by Py by
On a vu que {Tf > 2y} C E(y,p). De plus, {T'f > 2y} ne dépend pas de p, donc
+oo +o0
{Tf>2y} C N E(y,p). Et comme () E(y,p) est de mesure nulle, {T'f > 2y} est négli-
p=1 p=1

geable. La mesure de Lebesgue étant compléte, {T'f > 2y} est mesurable et de mesure
nulle.

Finalement, pour tout y > 0, {T'f > 2y} est de mesure nulle, donc T'f = 0 presque
partout. Or,

. 1 1

Donc pour presque tout z,

)!f—f(ﬂf)l dAn

lim sup

1 .
DS B ) /B(m,r) |f = F(@)] dAn = lim

1

g

Passons maintenant a la preuve du théoréme de Rademacher :
Preuve : Soit G un sous-groupe dénombrable dense de (R", +), par exemple G = Q™.

n o J@ttu) — flz)
- Montrons que pour tout u € R ,Pn(l) ; existe pour presque tout z :
_)

Supposons que ce ne soit pas le cas.
Alors il existe u € R™ tel que :

rx+tu) — f(x
il existe A de mesure strictement positive et Vo € A, h,(x) := PY% A t) f)
%

n’existe pas.

On a R* =Ru @ F. Pour ¢ € F, notons A := {s € R|su+ ( € A}.

Comme A\,(A) > 0, il existe ¢ € F tel que \; ({s € R|su+ ¢ € A}) > 0.

flsu+ ¢ +tu) — f(su+()
t

n’existe

Ainsi, pour tout s € A(, su+ ¢ € A, donc Pné
—
pas.
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On en déduit que I'application ¢ : R — R définie par Vs € R u(s) = f(su + ()
n’est pas dérivable presque partout. Or cette application est Lipschitzienne :

|f(su+¢)— fltu+ Q)| < Llsu+ ¢ —tu+ || =L|ull|s—t

Ce qui contredit la Proposition 3.24. Ainsi, pour tout u € R™, h, (z) existe z-presque
partout.
Comme G est dénombrable, pour presque tout z, h,(z) existe pour tout u € G.
- Montrons que z-presque partout, u — h,(z) est additive sur G :
Soit

p:R" - R

N
r o { Ce izl <
0 el > 1

Alors ¢ est de classe C*, son support est B(0, 1) et C' est une constante choisie de
telle fagon que [p, ¢ dX, = 1.
Définissons maintenant

g:R" — R
v o= (fre)(z) = Rnf(y)g(:ﬂ—y) dy

Alors g est de classe C* et pour tout u € R",

Dg(x)(u) = . FW)De(x —y)(u) dy = (f * Dp)(z)(u)
De plus, pour tout u € G et pour tout x € R”,

g(x+t1i) —g(z) /nw(y)f(xﬂu—yt) — [z —y)

dy

et
fla+tu—y)— flz —y)
t
y-presque partout, lorsque t tend vers 0.
Comme pour tout x € R", tout u € G et t,

fl@+tu—y)— flz—y)
t

— hy(x — )

CL
et

C
<ottu—y—z+yl = —L|u

©(y)

u étant fixé, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et donc :

g(x + tu) — g(z)
m
t—0 t

= / e(y)hu(z —y) dy = * hy(2)

Ainsi, pour tout u € G, pour tout z € R", Dg(x)(u) = (¢ * hy)(x).
L’application Dg(x) est linéaire, donc pour tout u,v € G,
¢ * huyo(2) = Dg()(u + v) = Dg(x)(u) + Dg(v)(x) = @ * hu(x) + ¢ * hy(2)
ie. © * (hysy — hy — hy)(z) =0,V € R"
ie. @ * (hysy — hy —hy) =0
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Soit ¢ = k™p(kz). On montre de méme que

Yu,v € G, g * (hysy — hy — hy) =0

Soient maintenant u,v € G et
h:R" — R
r = (hyto — hy — hy)(2)

Alors h est mesurable comme limite de fonctions mesurables.
Montrons que h € L}

loc *

Soit K un compact de R". Alors pour = € K,

|hu+v(x> - hu(x>_hv(x)|

| fEttutv) = fl2) - flettu) + f@) - flz+t) + f(z)
t

t—0

L
< lim — —r— -
< lim m(Hx +tlu+v) —x—tul| + ||z + tv — z||)

L
= lim mltI(Hvll + [vll) = 2L]Jv]]

Cest-a-dire que pour tout x € R™, |h(z)| < 2L ||v||. Ainsi,
/ B dr < / oL o]l dX = AE)2L o] < +oo
K K

car K est un compact de R™ donc fermé et borné.
Finalement, h € L.

On a pour presque tout x € R”,

[(prx h)(2) = h(z)] =

< — k' h(y) — h(z)| dy
€ JB(x,})
C / _
< |h(y) — h(z)| dy
eM(B(7, 1)) J(a.1)

Or d’apres le Lemme 3.29,

1 / — _
_ |h(y) — h(x)| dy — 0 lorsque k — 400
)\TL(B(QZ; %)) B(ac,%)

car h € L}, ... Donc pour presque tout z, Pl * h — h lorsque k tend vers 4o00.

Finalement, pour presque tout x, ¢ *h = h.
Or pour presque tout z, ¢ *E(m) = 0, donc z-presque partout h=0et
Yu,v € G, hytry = hy + h, x-presque partout

C’est-a-dire : z-presque partout, u — h,(z) est additive sur G.
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On peut donc appliquer le Lemme 3.27 et on obtient que x-presque partout, f est
Gateaux-différentiable.
Par le Lemme 3.26, f est donc Fréchet-différentiable x-presque partout.

3.3.2 Retour au cas des espaces séparables

Théoréme 3.30 (Godefroy-Kalton) Tout espace de Banach séparable X a la pro-
priété de relevement isométrique.

Preuve : X est séparable. Soit (x,)neny une suite libre et totale dans X vérifiant :

1
Vn € N, ||xn|| = 2_n

Soient
D = m(xn)neN
H = [0,1]N
H, = [0,1]", ou N, =N\{n}
H — H,
n " ; t /\n: n)\
i (te)ken = (t)kstn © ()
H — D
L (te)wen = X texy
neN
H, — D
Ly, (tk)ktn D trxy,
k#n
on = [ [Blan + Laft) = SLO)N(E) € FIX)
Alors,

Blon) = 6( / [5<xn+Ln<t>>—5<Ln<t>>}dAn<t>)

_ / 1B8(tn + Ln(t)) — B3(Ln(E)]dAn(t), car B est lincaire

n

_ / (o + Lo(t) — Lo(#)]dM(t), car 85 = Id

n

= x,, car A\, est une mesure de probabilité sur H,

D - F(X)

o . oo ity
Définissons 1" : N =Y o

: =1

=1 1=
Alors T est linéaire et o T = Id :

400 +00 400 ~+00
BoT (Z O‘ixz) =p (Z ai%) = Z ;B () = Z QL
i=1 i=1 i=1 i=1
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Montrons que 1" est continue :
Pour cela, montrons que pour tout @ € D, || Tz 7, < [l-
- Soit f € Lipy(X) partout Gateaux-différentiable.

< fipn> = /H (3G + L)) = HLaE)()] (2
- /H [f (@0 + La(t)) = f(La(t))] dAa(t)
i /H /01 < Df(uwn + L(t)), 20 > du dA(t)
i /H < DF(L(E), 2) > dA(?)

i) d’aprés la formule de Taylor avec reste intégral
it) car L(t,u) = L,(t) +uz,, ou t € H,,u € [0, 1]

Ainsi, pour tout x € D,

| <fTz>] =

/H < DF(L(L),z > d/\(t)‘ < /H < DF(L(),z >| dA(®)
< [ 18y el a0 £ 15l el

i) par le théoréme des accroissements finis
i1) car A est une mesure de probabilité

Ainsi, on a montré que pour toute fonction f € Lipy(X) partout Gateaux-différentiable,
| < f. Tz > | <[ fllip 1]l x-

- Soit f € Lipo(X) quelconque. Soit x = > ayx; € D.
i=1
Pour k£ € N, on pose

1< 1<
[071}71 k i—1 [071]71 k i—1

Alors,
a)

1 <& 1 &
0= [ (i3nn) vt [ ((320)

b) ”nglip < Hleip :
Soient ¥,z € X,

lgx(y) — gk(2)]

1 1 &
_ Lz dt,..dt, — T dt,..dt,
/[o,n” g (y k Z) 1 /[(%11“ ! (z k 2) 1

=1

1 1
_ A,unf <y+EZ> y <z+ E;) dt,...dt,

<l ly = =1
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¢) llgr = flloc = 0

Soit y € X.
lgr(y)  —  f(y)l
[0,1]" i=1
1< 2L || &
< L - ) tixi — =D tiwi < = i
/[0,1]" y+k; T, — Y k:; T ’ ;x

— 0 lorsque k — 400

d) Pourtouty € X, f(y+.) est Fréchet-différentiable presque partout sur vect {z;};_,
D’aprés le Théoréme 3.25 de Rademacher car f(y + .) est Lipschitzienne.

e) Pour tout y € X, gy est Fréchet-différentiable :
Soit u € X,

’ ge(y + tu) — gi(y)
11m
t—0 t

, 1 1
. 1<
/[()ng%f <y+[EZtixi+tu]> - ( th) dt; ...

“ / Zt zi] | (w) dty..dt,
0,1]

i) par le théoréme de convergence dominée

[| -

~
S

1 n
i1) car Ethxz € vect{xy,..x,} et f(y + .) est Fréchet-différentiable sur
i=1
vect {xy, .2}

De plus cette limite est linéaire car D f(y +.) U'est. Ainsi, pour tout k € N, g
est Fréchet-différentiable sur X.

Donc d’aprés ce qui précede,
Vo € D, | < gr,Tx > | < gkl 12l x < f g 2]l 5

De plus, ||gr — fl,, — 0 donc gr, — f, o(Lipo(X), Lipo(X)*) = o(Lipe(X), F(X)).
C’est-a-dire pour tout p € F(X), < gg, p >—< f, 1 >.

Or, T est a valeurs dans F(X), donc pour tout z € D, < gg, Tx >—< f,Tx >.
Comme pour tout k € N, pour tout z € D, | < g, Tx > | < |||, [|7] 5, on a
| < [T > [ < 1l 12l x-

Ainsi, pour tout f € Lipo(X),| < f,Tz > | < [|fl, |zl x- Do | Tz| 7y < [z x
et T continue sur D, de norme inférieure ou égale a 1.
T est une application linéaire continue sur D dense dans X, on peut donc la prolonger
en une application linéaire continue sur X, encore notée 7.
De plus, on a toujours o T = Idx.
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Onavuque ||B]|=1,||T|| <let foT =1Id, donc ||T]| =1 et T est une isométrie :
Pour z,y € X, [Tz — Ty[| = [[T(z — y)|| < |lz -yl
et |z —yll = 18T (x — )| < [IBI Tz — y)I| < [T(z —y)l
d’ou [Tz —Ty| = [|T(z — y)|-
Récapitulons : T" est une isométrie linéaire vérifiant SoT" = Idy. X a donc la propriété
de relévement isométrique.

Nous pouvons maintenant énoncer les deux résultats centraux de ce projet :

Théoréme 3.31 Soit X et Y deux espaces de Banach tels que X soit séparable. Soit
Q Y — X une application linéaire quotient.

St Q) admet un inverse a droite Lipschitzien L, alors ) admet un inverse a droite
linéaire V' tel que ||V|| < || L]];;,-

Preuve : Lasuite 0 — Z — Y %5 X — 0 est une suite exacte. De plus, elle est
Lipschitz-scindée car L : X — Y vérifie QL = Idx.

Comme X est séparable, d’aprés le Théoreme 3.30, X a la propriété de relevement
isométrique. La Proposition 3.14 implique que la suite exacte est linéairement scindée,
c’est-a-dire qu’il existe une application linéaire V' : X — Y linéaire telle que QV = Idx.

Il ne reste plus qu'a montrer que |[V|| < [|L]],,,-

D’aprés la Proposition 3.10, il existe L : F(X) — Y linéaire telle que Léx = L et
IZ]] = 1Ll

Alors, QLéx = QL = Idx.

De plus, on a vu au Lemme 3.8 que Idx = Bxdx. Donc QL = Bx.

Dans la preuve du Théoréme 3.30 on a construit une isométrie linéaire 7' : X — F(X)
telle que BxT = Idy.

Ainsi, QLT = BxT = Idx = QV. Donc LT = V.

Finalement, [[V|| < [[Z|[|T]| = |[L]],;

Théoréme 3.32 Soit X un espace de Banach séparable.
S’il existe une injection isométrique de X dans un Banach Y, alors Y contient un
sous-espace vectoriel isométrique a X .

Preuve : Commengons par supposer L(0) = 0.

D’apres le Théoréme 3.30, X a la propriété de relévement.

Soit L : X — Y Ulinjection isométrique. Alors il existe Y; C Y tel que X soit
isométrique a Yy 1 V) = L(X).

D’aprés le Théoréme 3.17 Y7, donc Y, contient un sous-espace vectoriel linéairement
isométrique a X.

g
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o oo e Ro—= (R L)

Exemple 3.33 Considérons l'application f : Eoo (bsind)

Alors, pour tous t,t' € R,

1f(&) = f)le = [It,sint) = (', sint’)||, = [|(t = ¥,sint —sint')[|
= max{|t —¢|,|sint —sint'|} = |t — |
Donc f est une isométrie. De plus, f(0) = (0,sin0) = (0,0).
- - . O R* -5 R . L
D’apres le Théoreme 2.5 de Figiel, Q) : (r.y) — = est l'unique application telle

que Qf = Idg et Q|| <1 (pour (z,y) € R?,|Q(z, y)| = |2 < |z, y)]l).

De plus @) est une application quotient.
D’apres le Corollaire 3.15 il existe une isométrie linéaire S : R — R? telle que

QS = Idg

De plus, R est complémenté dans R?, et on peut écrire ¥t € R,

C’est a dire que f est décomposée comme somme d’une isométrie linéaire et d’une partie
non linéaire qui ne change pas la norme.

En fait, toute isométrie sur un espace de Banach séparable peut se décomposer de
cette facgon :

Soit X un espace de Banach séparable et Y un espace de Banach.

Soit j : X — j(X) C Y une isométrie. On peut supposer que j(0) = 0.

D’aprés le Théoreme 2.5 de Figiel, il existe une unique application @ : vect j(X) — X
linéaire continue telle que ||Q] < 1 et Q o j = Idx. En particulier, @) est surjective.

D’aprés le Corollaire 3.15, il existe une isométrie linéaire S : X — j(X) C Y telle que
Q (¢] S = ]dX

De plus, d’apres le Théoréme 3.32 S(X) est complémenté dans vect j(X).

Finalement, on peut écrire

Ve e X, j(x) = 95(z)+ (j(z) — S(x)) € S(X) & KerQ
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Conclusion

Pour conclure, grace au Théoréme 1.3 de Mazur-Ulam, nous avons vu que toute
isométrie surjective f entre deux espaces-vectoriels normés est affine. Si de plus f(0) = 0,
elle est évidemment linéaire.

De plus, en combinant le Théoréme 2.5 de Figiel (toute isométrie entre deux espaces
vectoriels normés vérifiant f(0) = 0 admet un unique inverse a gauche linéaire continue
de norme inférieure a 1, au Théoréme 3.30 de Godefroy-Kalton (tout espace de Banach
séparable a la propriété de relévement isométrique), nous avons vu que si X et Y sont
des espaces de Banach tels que X est séparable et ¢ : X — Y une isométrie, alors Y
contient un sous-espace vectoriel fermé linéairement isométrique & X. Mais qu’en est-il
des espaces non séparables? Ce cas est traité dans [3].

Pour finir, nous avons introduit les espaces Lipschitz-libres pour démontrer ce résultat.
Serait-il possible de le montrer sans utiliser cette notion ? C’est 'objet de [9].
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