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Introduction

Commencons par définir différentes relations d’équivalences entre espaces de Banach :

Définition : Soient X et Y deux espaces de Banach (sur R).

- X et Y sont linéairement isomorphes en tant qu’espaces de Banach s’il existe
une application linéaire continue de X dans Y bijective.

- X et Y sont Lipschitz-équivalents s’il existe une application Lipschitzienne de X
dans Y, bijective et de bijection réciproque Lipschitzienne. Nous noterons X 7 Y.

- X et Y sont uniformément homéomorphes s’il existe une application unifor-
mément continue de X dans Y, bijective et de bijection réciproque uniformément
continue. Nous noterons X ;7 Y.

- X et Y sont homéomorphes s’il existe une application continue de X dans Y,
bijective et de bijection réciproque continue.

Le but de ce mémoire est d’étudier les relations qu’il existe entre Lipschitz-équivalence
et isomorphisme d’espace de Banach, ou entre uniforme homéomorphisme et isomor-
phisme.

Dans le premier chapitre nous développerons un exemple dii & I. Aharoni et J. Lindens-
trauss dans [1|. Nous construirons un sous-espace de £ (N) qui est Lipschitz-équivalent &
co(R). Cependant nous montrerons que ¢y(R) n’est linéairement isomorphe a aucun sous
espace de /o (N). Nous en déduirons donc que deux espaces Lipschitz-équivalents ne sont
pas nécessairement linéairement équivalents.

Le deuxiéme chapitre sera basé sur un article de N.J. Kalton [1]. Nous donnerons
dans une premiére partie des définitions et résultats utiles pour la suite, notamment un
Lemme technique permettant de définir une application uniformément continue entre
deux espaces de Banach donnés.

Nous définirons ensuite ce que sont des espaces proches ou uniformément proches et
démontrerons un Théoréme permettant de voir quand deux sommes ¢, d’espaces de Ba-
nach sont (uniformément) proches. Nous verrons également une condition sur les spheéres
unités pour montrer que deux espaces sont (uniformément) proches.

Pour terminer ce chapitre, nous démontrerons divers Théorémes liant la proximité
uniforme et I'uniforme homéomorphisme d’espaces de Banach.

Dans un dernier chapitre nous étudierons le lien entre homéomorphisme uniforme et
isomorphisme linéaire. Nous citerons tout d’abord un exemple da a M. Ribe dans [7]
d’espaces séparables uniformément homéomorphes mais pas isomorphes. Nous verrons
cet exemple comme une conséquence du Chapitre 2. De plus il permettra de montrer que
la réflexivité, la propriété de Radon-Nikodym et le fait qu'un espace soit d’Asplund ne
sont pas stables par homéomorphisme uniforme.

Nous citerons également, sans démonstration, d’autres résultats connus d’espaces qui,
s’ils sont uniformément homéomorphes & un autre espace, sont alors linéairement iso-
morphes a cet espace.
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Chapitre 1

Lipschitz-équivalence et isomorphisme
d’espaces de Banach

Pour commencer, nous pouvons nous demander :

Question n°1 : Si deux espaces de Banach sont Lipschitz-équivalents, sont-ils nécessai-
rement isomorphes ?

Un contre-exemple dans le cas non séparable a été donné en 1978 par I. Aharoni et
J. Lindenstrauss dans [!] :

Exemple 1.0.1. L’ensemble co(R) est Lipschitz-équivalent a un sous-espace vectoriel

fermé X de (o (N).

C’est-a-dire qu’il existe T : co(R) — X bijective telle que T et T—' sont Lipschitziennes.
Cependant comme il n’existe pas de famille dénombrable de formes linéaires qui sépare

les points de c¢o(R), cet ensemble n’est linéairement isomorphe a aucun sous-espace de ly,.

Rappelons tout d’abord que ¢o(R) est I'ensemble des x = (z,),er tels que pour tout
e > 0, il existe un sous-ensemble fini F' de R tel que Vy ¢ F, |z, | < e.
Alors pour z = (x)er € ¢o(R), le support de z est dénombrable car

Gerle, 0= freriln> 1}

neN*
ou pour tout n € N, {y € R | |z, = L} est fini.
Ainsi, supp = {v1,...,Vn, ...}, et z,, = 0.
Preuve :

1. Montrons qu’il existe une famille {N,},cr de sous-ensembles de N telle que pour

tout v € R, N, est infini et pour tous v,7" € R tels que v # +', N, N N, est fini.

Soit Q = {gn,n € N} une énumération de Q.

A tout v € R, on associe une suite de rationnels deux-a-deux distincts qui converge
vers 7. Soit E., I'ensemble des valeurs de cette suite et N, = {n € N | ¢, € E,}.

Alors pour tout 7, N, est une partie infinie de N car on approche v par une suite
de rationnels deux-a-deux distincts.

Soient 7 et 7' dans R tels que vy # 7.
Soient (V,)neny C Q convergeant vers v et (7, )nen C Q convergeant vers 7.
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Comme v # 7/, il existe N € N tel que : Vn > N,~, # 7. Ainsi, le cardinal de
N, N N, est inférieur ou égal a N, donc fini.

Nous avons donc construit une famille { N, },cr de sous-ensembles de N telle que
pour tout v € R, N, est infini et pour tous v,7" € R tels que v # 7/, N, N N, est
fini.

Définissons pour v € R la fonction caractéristique de IV, :

N 1 ,s1 nelN
L = (I,(1),...,1,(n),...) € ls, ou Iw(n):{ 0 s n¢NJ

Soit X le sous-espace vectoriel fermé de £ (N) engendré par ¢y(N) et les fonctions
caractéristiques de V,, vy € R :
X =wect (co U{L,,7 € R})

. Commengons par montrer que ¢o(R) n’est linéairement isomorphe & aucun sous

espace de (o (N) :

Pour cela nous allons montrer qu’aucune famille dénombrable du dual de ¢o(R) ne
sépare les points de ¢o(R). En effet, les fonctions coordonnées sur £ (N) formant
une famille dénombrable d’éléments de (o (N)* qui sépare les points de (o (N), il
n’existera donc pas d’isomorphisme linéaire entre cy(R) et /o (N).
- La famille dénombrable formées des fonctions coordonnées sur /. (N) sépare les
points de (o (N) :
Solent z # y € ((N). Alors il existe k£ € N tel que ej(x) = x(k) # €}(y) = y(k).
- Aucune famille dénombrable de ¢y(R)* ne sépare les points de ¢o(R) :

Commencons par montrer que ¢o(R)* = (1(R) =Sy = (yy)yer | D |y4] < +oo}
yER

ot Y |yy| = sup > |yl

€R F partie finie [
v de R

Remarque : Tout comme ceux de ¢p(R), les éléments de ¢;(R) sont a support
dénombrable.

Soit
61(R) — C()(]R)*
Co(R) — R
Y= (U)er — Jy: g = (Ty)yer D ToYy
vER

Montrons que J est une isométrie surjective.
J isométrie :

Soit y = (Yy)rer € GL1(R).

Pour tout = (2)er,

(T (@) = 1D ey, < Yl < izl Nyl

vyER vER

Done |[Jy[| < [yl



CHAPITRE 1. LIPSCHITZ-EQUIVALENCE ET ISOMORPHISME
D’ESPACES DE BANACH

Soit v = (Y1, .-+, Vn,--- ) le support de y.
Pour N € N*, on pose

(%) = sgn(y,),1<i< N

Ny) = 0,y ¢ {n, ..., w}

Alors, pour tout N € N* N € co(R) et H:L'NH =1.

De plus, (Jy,z") = Z Y-,

Done [|y[l, < [|/y]]

— |ly|; lorsque N tend vers +oc.

Finalement, ||Jy|| = |ly||, et J est une isométrie.

J surjective :
Soit f € co(R)*. Définissons y = (y,),er par ¥y € R, y, = f(e,). Montrons que

Y € EIGR)
Notons pour tout v € R, z, = signe(y, ). Soient x = (z.,),er et F une partie finie

de R. Alors

Sl = Y = X o) (z)

yeF yeF yeF yeF

Comme f est continue,

Dol =13 Il =1f (Z%%) | < [ flleomy

E T~nEy

~yeF yEF yeF ~yEF
De plus, || > 33767 =1, donc Y |y,| < ||f|| pour toute F' partie finie de R
yeF yeF
Finalement,

Slyl= sup D gl < /]

F partie finie
vER de R vEF

donc y € 4 (R).

Il ne nous reste plus qu’a montrer que f = Jy. Pour cela, nous allons montrer
que f et Jy coincident sur I’ensemble des éléments de ¢o(R) & support fini. Cet
ensemble étant dense dans ¢o(R), nous obtiendrons alors f = Jy partout.

Soient n € N et 2 = (z,),er de support v, ..., V.
Alors,

n

Jy(z) = szyv = Zzwyw = Zzwf(ew> =f (Z Zwﬂ%) = f(2)

~ER i=1 i=1

Donc f = Jy sur 'ensemble des éléments de ¢o(R) & support fini, donc sur ¢g(R)
tout entier.

Finalement, nous avons montré que J est une application linéaire surjective de
(1 (R) a valeurs dans ¢o(R)*. Donc ¢1(R) est le dual de ¢y(R).

Supposons qu’il existe une famille dénombrable (7 )nen = ((23,)1er)nen de
co(R)* = ¢1(R) qui sépare les points de c¢o(R). Pour tout n € N, soit D, le
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support de x}, alors D,, est dénombrable. Ainsi, D = U,enD,, est dénombrable.
Comme R est non dénombrable, il existe v € R\ D.

Mais alors, pour tout n € N,z (e,) = 0 et 27(0) = 0. Donc e, et 0 ne sont pas
séparés par la famille (z}),en.

Finalement, aucune famille dénombrable de ¢o(R)* ne sépare les points de ¢y(R).
- ¢o(R) n’est linéairement isomorphe & aucun sous-espace fermé F' de (,(N) :
Procédons par 'absurde en supposant qu’il existe F' sous-espace fermé de £, (N)
et f:co(R) — F isomorphisme linéaire. Nous avons vu qu’il existe une famille
dénombrable (z7),eny de F™* qui sépare les points de F.
Soit f* : F* — ¢o(R)* I'adjoint de f. Montrons qu’alors (f*(x}))nen forme une
famille dénombrable de ¢o(R)* qui sépare les points de ¢y(R) :
Soient  # y € ¢o(R). Comme f est injective, f(z) # f(y) € F. Donc il existe
n € N tel que (zF, f(z)) # (af, f(y)). f* étant I'adjoint de f, nous avons :
(), 2) # (F ().
Ainsi la famille dénombrable (f*(z}))nen C co(R)* sépare les points de ¢o(R).
Ce qui contredit le point précédant, donc ¢y(R) n’est linéairement isomorphe a
aucun sous-espace fermé F' de (. (N).

3. Montrons que ¢y(R) est linéairement isométrique au quotient X /cy(N) :

Soit @ : X — X/co(N) I'application quotient.
Remarquons d’abord que X/co(N) = vect {Q(Z,), v € R}.

Définissons ’application
vect {Q(L,),7y € R} — coo(R)
vam,) e Sae,
= j=1
La famille {Q(I,)}, . étant libre, ® est bien définie.

- Alors @ est clairement bijective de vect {Q(1,),y € R} dans coo(R).
- Montrons que ® est une isométrie :

Z CLJ‘Q(I%.) = dist (z Clefyj, Co(N)> .
X/eo(N) 7=

7=1
Remarque : Pour © = (2;)ien € loo, dist(z, co(N)) = lim sup |x;].
ieN
Posons N = |J (N, N N,,). Alors comme N est fini, Iy appartient & co(N),

1<6,j<n
i#]

n
Pour ) a;I,, € X,
j=1

n

donc Z a;Q(I,,) = aJQ<IN'y \W)-

De plus les N, \N , 1 < j < n, sont deux a deux disjoints et infinis, donc

(Z aj@UmJ.\N)) ()| =

j=1

lim sup
ieN

= max |a|

s (i CLJQ(I’YJ')>

Finalement, nous avons montré que

n

> a,Q,)

j=1

= max |o;| =

X/eo(N)

Ainsi, ® est une isométrie.

co(R)
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CHAPITRE 1. LIPSCHITZ-EQUIVALENCE ET ISOMORPHISME
D’ESPACES DE BANACH

Nous avons donc montré que ® ainsi définie est une isométrie linéaire surjective
entre vect {Q(1,),7 € R} et coo(R). De plus, vect {Q(L,),y € R} = X/cp(N) et
co0(R) = ¢p(R). Nous pouvons donc prolonger ¢ par densité en une isométrie sur-
jective, encore notée @, entre X/co(N) et ¢o(R).

Finalement, ¢o(R) est linéairement isométrique & X/co(N), nous pourrons donc
identifier ces deux espaces.

4. Montrons que 'application @ : X — X/c¢g(N) (= ¢o(R)) admet un relévement

Lipschitzien :

Soit
¢

S
y = 5 Ap €y, — E bmem
m=1

n=1 =

'unique représentation de y € vect {e,,y € R} en différence de deux éléments po-
sitifs & support disjoint,

oun0<s,t<4o0,a1 =2ay>...2a; >0,bp 2by>... > b, >0 et pour tout
CFE T FE Vs Vi E et #

n—1
Mn:an\ (U Nz)
i=1
m—1 :
M, = Ny \ | U Nv’-)
=17

Alors pour tout n € N, Q(In,,) = Q(In,) et pour tout m € N,Q(In,, ) = Q(Iny)-
Définissons

Posons

vect {e,,y e R} — X

. t s
w ' Yy — Z CLn[Mn — Z meM,’n
n=1 m=1

Remarque : L’application 1 est définie sur ’ensemble des éléments de ¢o(R) & sup-
port fini. Cet ensemble étant dense dans ¢(R), si 'application v est Lipschitzienne,
nous pourrons la prolonger a ¢y(R) tout entier.

Pour y € vect {e,,y € R},
t s t s
Qd’(!ﬁ = Qw (Z An €y, — Z bme'y§n> = Q (Z an[Mn - Z meMT’n>
n=1 m=1 n=1 m=1

= Y Q) = D Q) = D anQIn,,) = Y buQ(In, )
n=1 m=1 n=1 m=1

t

S
= E Up €y, — 5 bme%:y
m=1

n=1
Donc Q@Z) = Idvect{e'y,’yER}

Il ne reste plus qu’a montrer que 1 est une application Lipschitzienne :

a) Montrons tout d’abord que
Vy € vect {e,,v € R},Vn € N,¢(y)(n) = dist(y", Z,,) — dist(y ™, Z,,)
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ou Z, = vect {e,,n ¢ N,}.
Par définition,

t T
dist(y*, Z,) = inf Z ey, — Z Cm €yt | e NsVm < r,¢n € Rin ¢ Ny
j=1 m=1

o0

t

. ) . 4 . .

Si dans la décomposition y= = Zl aje,, apparait un j <t tel que n ¢ N, , alors
]:

la norme est minimisée en faisant apparaitre aje,, dans la somme de droite.

Les j <t tels que n € N, ne pouvant apparaitre dans la somme de droite :

t r
E :ajew - E :Cmem
j=1 m=1

dist(y", Z,) = inf reN;Vm < r,c, € Riné¢ Ny
A

[o@)
t t t
= E (aj — aj)ew - E : @jCy; = § : @€y, = Sup |a,]
j=1 j=1 j=1 1875
néN»yj nEN»yj neN’yj neN'Y]'

o0

Or,a; >ay > --->a; >0,donc sup |a;| = Gmin{1<j<t | neN,,}
1<j<t
nEN»yj

De la méme facon,

dist(y~, Z,) = sup |b;| = bmin{1<i<s | neN_,}
1<i<s ke
TLEN’YZ/-

Ainsi,

diSt<y+7 Zn) - diSt(yi, Zn) = Omin{1<j<t | nGNA,j} - bmin{lgigs | neN_}

t s
Calculons maintenant v (y)(n) = (Z ajly, — > bJM;) (n).
j=1 i=1

Les M; (respectivement les M) étant disjoint, n appartient au plus & un M,
(resp. M;). De plus, si n ¢ M; (resp. M), alors I, (n) = 0 (resp. Iy (n) = 0).
Donc

t

TMZ/)(”) = Z aj[Mj - Z bzIML’ (n) = Z a; — Z b; = ajy — br

Jj=1
. U X ’
nE]W] nEIWi neMJ nEIWZ.

avec n € My N Mj.
n—1

De plus, M,, = N,,,\ (U N%) donc J =min{l <j<t|neN,,}.
i=1

m—1
M}, = Ny \ ( U Nv}) donc I =min{l <i<s|ne€ Ny}
j=1
Finalement, nous avons montré que
Vy € vect {e,,v € R},Vn € N,o(y)(n) = dist(y", Z,,) — dist(y~, Z,,)

avec Z, = vect{e,,n ¢ N,}.
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CHAPITRE 1. LIPSCHITZ-EQUIVALENCE ET ISOMORPHISME
D’ESPACES DE BANACH

b) Montrons maintenant que v est Lipschitzienne.
Soit z,y € vect {e,,7 € R}.

[9(2) =Wl = sup[y(x)(n) —p(y)(n)]

neN

= sup|(dist(z™, Z,) — dist(z~, Z,,)) — (dist(y*, Z,,) — dist(y~, Z,,))|
neN

< sup|dist(x™, Z,) — dist(y, Z,)| + sup |dist(z~, Z,,) — dist(y~, Z,)|
neN

< la7 =yt +llam -yl < 2lle - )l

Ainsi ¢ est 2-Lipschitzienne.

Finalement, nous avons montré qu’il existe ¢ : ¢g(R) — X Lipschitzienne telle que
Q o = Idx/con). Cest-a-dire que () admet un relévement Lipschitzien.
5. Montrons que X 7 ¢o(N) @ X/co(N)(= ¢p(N) ® ¢o(R)) :
X = cN)® X/ce(N)
= (u—1PQ(u), Qu))
a) Commengons par montrer que 7" est bien a valeurs dans ¢o(N) @ X/c¢o(N).
- Pour u € X, par définition de @, Q(u) € X/co(N).
- De plus, @ est a valeurs dans X. Donc pour montrer que u—¢Q(u) € ¢o(N),
nous allons montrer que Q(u — ¥Q(u)) = 0.

Rappelons que () est linéaire et 1 est définie de telle facon que Qv = Idx /()
Alors,

Soit T :

Qu—vQ(u) = Qu) — Q¥(Q(u)) = Q(u) — Qu) = Ox/em)
Donc u — 9¥Q(u) € co(N).
Donc T est bien a valeurs dans ¢g(N) & X /co(N).

b) T est Lipschitzienne :
Soient u,v € X.

[T =Tl [(u = ¥Q(u) — v+ ¢Q(v), Q(u) — Qv))]
lu = $Q(u) — v+ vQ)|lx + [[Qw) = QV)l x/co )
lu = vllx + [¥Q(v) = ¥Qu)ll x + 1Q(u) = Q)| x /ey

[ = vllx +2[[Qu) = Q) x/eom + [1Q(w) = QV) [l x /ey

4 ||u - U”X

v 2-Lipschitzienne —
QI =1—

Ainsi, T est Lipschitzienne.

INCINCIN N

c) T est injective.

d) Montrons que T" est surjective :
Soit (x,y) € co(N) ® X/co(N). Posons u = x + ¢ (y), alors u € X.
De plus,

T(u) = (u—vQu),Qu) = (z+v(y) —YQ(z +¥(y)), Az + ¥ (y)))
= (v +9(y) —¥(Q(r) + Q(y)), Q(r) + Qi(y))
= (z+¢(y) —¥)y) = (z,y)

car ) est linéaire, Qv = Idx/q,) et comme = € ¢o(N), Q(x) = 0.
Nous avons montré que 7" est une application Lipschitzienne bijective.

13



e) Il ne nous reste plus qu’a montrer que 7! : ¢o(N)® X /co(N) — X est également
Lipschitzienne.

Soient (z,y), (2',y') € ¢o(N) ® X/co(N).

| T~ ,y) =T )|, 2+ ¢(y) — 2" = ()l

[z —2") + (P (y) = v(y)ll

Iz —2'll o + 10(y) — W)
Iz = 2"l o + 21y = ¥'ll x /o )

3z = 2"y = ¥l m@x/eo

31(z,y) = (" )l

1 est 2-Lipschitzienne —

NN NN

Ainsi, T~! est Lipschitzienne.

Finalement nous avons montré que 7' est une application bijective telle que T' et
T~! sont Lipschitziennes. X et ¢y(N) @ X/cy(N) sont donc Lipschitz-équivalents.

6. De plus, comme ¢(R) est linéairement isométrique & X/cy(N), ¢o(N) @ co(R) est
Lipschitz-équivalent a X.
Or ¢o(N) @ ¢(R) est linéairement isométrique a co(R), donc ¢y(R) est Lipschitz-
équivalent a un sous-espace vectoriel fermé de (o (N).

g

Cependant dans le cas séparable la question suivante est toujours ouverte :

Question n°1’ : Si deux espaces de Banach séparables sont Lipschitz-équivalents, sont-ils
nécessairement isomorphes ?

Le point crucial de la démonstration précédente est I’étape 4. Si nous avions montré
a cet endroit qu’il existe un relévement linéaire de I’application quotient, le reste de la
preuve s’adapterait pour montrer que les espaces sont isomorphes, ce qui n’est pas le cas.
De plus G. Godefroy et N.J. Kalton ont montré dans [3] que dans le cas séparable,
s’il existe un relévement Lipschitzien, alors il existe un relévement linéaire. Donc pour
construire un contre-exemple dans le cas séparable il ne faut pas utiliser cette méthode.
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Chapitre 2

Espaces uniformément proches et
uniformément homéomorphes

Dans ce Chapitre nous allons étudier une partie de 'article [1] de N.J. Kalton traitant
des espaces proches et uniformément proches et donner des conditions suffisantes pour
que des espaces soient uniformément homéomorphes.

2.1 Résultats préliminaires

Définition 2.1.1. 1. Soient (M,d) et (N,0) deuz espaces métriques et f : M — N
une application.

(a) Définissons wy : [0, +oo[— [0, +o0]| par :
vt € [0, +o00f, w(t) := sup{d(f(x), f(y)) | d(z,y) <t}
(b) f est uniformément continue si lg% we(t) =0.

Remarquons que f est Lipschitzienne si : 3¢ > 0 : Vt € [0, +oo[,wy(t) < ct.

2. Soient X et'Y deuz espaces de Banach. Notons H(X,Y) l'ensemble de toutes les
applications positivement homogénes et bornées.

C’est-a-dire que f € H(X,Y) si et seulement si :

Va > 0,Vz € X, f(az) = af(z)

3C > 0:Va € Bx, |[f(2)lly < Cllzlly
Remarquons que H(X,Y) contient l’ensemble des applications linéaires continues
de X dansY .

3. Notons HU(X,Y') l’ensemble des applications f de H(X,Y) telles que la restriction
de f a Bx est uniformément continue.

4. Pour 0 < e < 1 et f e H(X,)Y), définissons | f||. comme étant la plus petite
constante positive L telle que :

Ve, 2" € X, ||f(z) = f(&)| < Lmax{|lz — 2’| e [lz], e [|<]| }

Rappelons que pour une application f de X dans Y bornée, il est possible de définir
la norme canonique de f par :

1FIF = sup {[1f (=)l ;= € Bx}

Enoncgons un Lemme utile pour la suite :

15



2.1. RESULTATS PRELIMINAIRES

Lemme 2.1.2. Soit X un espace de Banach. Soient x,z € X. Alors,

[zl [I=] [l
Si de plus ||z|| = ||z|| > 0, alors
x
[z = 2] < [z]] = [zl + [|=]] S 3|z —z|
Preuve :
- Soient =,z € X,
x z x z N z 2 |- 1 | I+ z ||z z |||
zll - [I=] [T I K e 2l {lzll [1=[] ]
lz =2l Tl =M=l fle =2l e —afl ) e —=]]
~X
] ] ] ] ]
- Supposons maintenant que ||z|| = ||z]] > 0. Alors,
o=z = Nl | = = ol = lell | 7= = o+ o~
xr—z = z —_—— —|| = ||Z — _
Izl =l Izl M=l Al [=]
< el = ol + el o =
2| = — — 2| |+ —
- 2l [l] [zl [l=]
De plus,
x
el = [l || = llzll = 1Izll | = [l=[| =[]
|| Il || I el ||
car |[z]| = |z
z
Ainsi, ||z — z|| < ||z|| — || :
’ h Hl'H [El
De plus,
oz llz ==l ZH
car |[z]| = |z
O

Proposition 2.1.3. Soient X et Y deuz espaces de Banach et f € H(X,Y). Si f est
uniformément continue sur la sphére unité de X, alors f € HU(X,Y).

Preuve : Supposons f uniformément continue sur la sphére unité de X.
Comme f € H(X,Y), il existe C' > 0 tel que pour tout z € Bx, ||f(2)|| < C||z|| <
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Soient = et y dans Bx\ {0},

1f(x) = fW)Il = |[ll=]l f Tzl llyll f (i> ,car f homogeéne positive
x Y
< ||llll f o ||9€||f( ) @ ||f<H H) Hny(HyH)H
Y
< [z }?‘—f<rﬂ +H—MU(H0
<lellorsy || g~ 3”>+

— 9|
< 2l wys, <2 B >+0Hx—yll

< 2wpg, (2 =yll) + Cllz =yl

Or fisy est uniformément continue, donc wy (|2 — y||) tend vers 0 lorsque ||z — y|| tend
vers 0. Donc f est uniformément continue sur la boule unité de X.

g

Proposition 2.1.4. Pour tout 0 < ¢ < 1, |||, est une norme sur H(X,Y) qui est
équivalente a la norme canonique.
Plus précisément,

Vi€ HXY), I < IfIl. <27 f]

Preuve :
- Montrons que ||.||. est une norme :

(i) Soit f e H(X,Y). Alors || f]|. est la plus petite constante L telle que
Ve, 2’ € X, ||f(z) = f(@)| < Lmax {|lz — 2’| e ||z]| , e ||2"[|}
En particulier,

Vo' € X\ {0}, If]l, > —— DTN

max {|[z — 2/, & ||=[| , e [|2"[|}

Donc pour tout f € H(X,Y),||f|l.>0
De plus,

Ifl. =0 = Va2’ € X, [|f(z) - fa")] =
= Vz,2' € X, f(z) = f(2')

Or comme f € H(X,Y), f(0) =0, donc Vz € X, f(x) =0. D’on f = 0.

17
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(ii) Soit f € H(X,Y) et a > 0.
Soient z, 2’ € X.
lof (@) —af@) = [f(ez) = flaz’)| car f€H(X,Y)
< fll. max{|ax — aa’|| e [laz]| & [laz’||}

= [Iflle max{allz — 2", s |z, ac |2}

allflle max{[le — 2’|l ;& |zl , & [|l"[|}

ot ||f||. est la plus petite constante qui vérifie I'inégalité.
Comme ||af]|, est la plus petite constante L telle que :
vz, 2" € X, [la(f(z) = f(&)] < Lmax {[lz — 2| , e ||z[|,  [|2"]I}
On en déduit que [Jaf]|, = a||f]..
Soit maintenant o < 0. Soient x, 2’ € X.
laef (z) = af (@) = [[—af (@) = (=a) f(2)]]

= [lf(=ax’) = f(—ax)|| car feH(X,Y)
< If )l max {||—az’ — (—a)z|| e |—az’|] & | —az|}
= lal | fll. max{[|lz — 2"} , & [|=]| , € [|=']|}

ot ||f||. est la plus petite constante qui vérifie I'inégalité.

Comme ||af]|, est la plus petite constante L telle que :
Vo, o' € X, [la(f(z) = f(2)]| < Lmax {[lz — 2|, ||z[|,  [|2"]|}

On en déduit que [|af]], = |of || f]l.
Finalement, pour tout o € R, ||OéfH5 = |a| ||f||5

(iii) Soient f,g € H(X,Y) et z,2’ € X. Alors
I(f +9)(z) = (fF+9) @) < [If(z)— f@)]+[lg(2) — g(z)]]
< Il max {{lz — 2|l e[|l e ]|}
+ llgll. max {f|lz — || , e |l , e [|2"]}

< (170 + llgll) max {{lz — 2|l e [l , € [|l']]}

On en déduit donc que | f + gl < [If[l. + llgll.

Finalement, ||.||. est une norme sur H(X,Y).
- Montrons maintenant que les normes sont équivalentes :
Pour tout z € X, ||z < 1,

1f ()]l 1F(z) = FO) < I f]l. max {{|z = Off ;e [l , e [|0]]}

< fll Nz, car e <1
< N fll.s car flzfl <1

Or, [|f[} = sup {[[f ()], [l=]| < 1}. Done |[f] <[ f]

Soit 7 > 0. Alors il existe z, 2’ € X tels que
1f(z) = f@) > [If]l. max {[|z — 2"|| & [[z]| ,e [|2"]|} —
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On peut supposer 0 # ||z|| > ||2'|| et par positive homogénéité de f, ||z| < 1. Ainsi,

1Al max {[l = 2|l e[|, € |11} = n < [1f(z) = F@) < 1F @)+ [1f ()]

(el b v

|z — '] n
HstmaX{W7€ — — < 2||f]

Ainsi,

]

Comme ||z]| < 1,

|z — ']
[|.f1]. max {W75 —n <2||f]

D’ou, pour tout n >0, on a el f]. —n<2|f|
Donc finalement, || f]|. < 27| f]].

Remarque 2.1.5.
1. Pour f € H(X,Y) fixé, application ¢ — || f||. est décroissante.
2. Une application f de H(X,Y") est Lipschitzienne si et seulement si sup || f||. < +oo.
e>0

Preuve :
1. Soit f e H(X,Y).
Soit & < e. Soit x, 2’ € X. Alors

1f(z) = fF@ < fllomax {llz — 2], &[]][]}
< Il max {{lz — 2|, e [l  [|<]1}
On en déduit donc que || f||. < || f]].-
2. = Supposons que f € H(X,Y) est Lipschitzienne. Alors
I1f () = f@)II < Lip(f) [l — 2|
< Lip(f)max {||lz — 2’|, ||=[ €[]’} , Ve >0
Ainsi, pour tout ¢ > 0, || f||. < Lip(f). Dot sup || f||. < Lip(f) < +o0.
e>0
< Supposons maintenant que f € H(X,Y") vérifie L := sup || f||. < +o0.
e>0
Soient x, 2’ € X et £ > 0,
1 (@) = FE@O < Ifllemax {[lz — 2], e ||=]] , € |2"[]}
< Lmax{|lz — 2], ellz] e |2}

Ainsi, lorsque € tend vers 0, pour tout z,z" € X, ||f(z) — f(2')|| < L ||z — 2|,
donc f est Lipschitzienne.

U

Proposition 2.1.6. Soient X,Y et Z des espaces de Banach.
Sotent f € H(X,Y) et g € H(Y, Z). Alors pour tout 0 < e < 1, ||gf]l. < | fll.llgll. -
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Preuve : Soient f € H(X,Y) et g€ H(Y,Z). Soit 0 < e < 1.
Soit x, " € X. Alors,

lgf(z) = gf @O = Ng(f(x)) —g(f (=)l
< lglle max{[|f(x) = f) e [Lf @I e Ml (D1
< lglle max {[| flle max {[|lz — 2|, e [l=]] , € |2"[]} ,
e 1A lle max {{j=[], & fl=[l},

e || fIlo max {{l2"|l & [l="[1} }

g1l 1 f1l; max {[l — ||, [|z]| , e [|2"[|}, car & < 1

N

On en déduit donc || fgll. < llgll. I/].-

Lemme 2.1.7. Soient X,Y,Z et W des espaces de Banach.

Soient f € H(X,Y),g € H(Z, W) et hy,hy € H(Y, Z). Notons w(.) = wg, (.).
|1 = ha|
—% |
En particulier, sie >0, |lghif — ghaf|| < [lgll 11| (171 — hell + Ke).

Si K = max{|[ ]|, [|h2]l}, alors |lghsf — ghaf|| < K| f]lw

Preuve : Pour xz € By,

1ha f (@) = ha f ()] = [I(ha = ha)(f (@) < [lha = hal[ [ f ()] < [lha = hal[ | £]]

Rappelons que

A1 — Dl |h1 — Dol
Woyp,, (T =sup < [lg(z) —g(Z)|| | 2,2" € Bz, ||z = 2| < —x

Comme ,

hi—h
It ) — @) < s — ol 11 = K Lt

on en déduit

haf(x) haf(@)|| _ [[h1 — hof

Klfl KA~ K
De plus,

hi f(z) hi f(z) I/ (@)
= < <1
K £l HmaX{thH bl I /1]
. haf ()

De méme, m < 1.
Donc,

. hif(x) L ha f () < [h1 — ha|
Kl KIfI K

hi —h
Ainsi, [lght £(2) — ghaf ()| < K £l (M)

K
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|1 — hal|
Et finalement, ||ghif — ghof]| < K || f|| w — x|

Par définition de |[|.||_, on sait que Vz,2’ € Z,

l9(z) = g(NI < llgll. max{[lz = 2|l e[|zl , € 1]}

Alinsi, pour tout y € By,

lgh1(y) — gha(y)|

gl max {{|h1(y) — ha(W)[l, € [ ()], € llh2(y)]}
lgll. max {||hy — hall € [Pl € lh2]l}, car y € By
9|, max {{|hy — hal| ,e K}

gl (hy = holl 4 e K)

I(gh1 = gh2)(y)|

INCINCIN N

Ainsi, [|ghy — ghsl| < [lgll. ([[h1 = hal + £ K).

De plus, [lghf = ghaf|| < [[(gh1 = gha2)(F)|| < llgha — gha |l [| £1]
Done, |lghif = ghafIl < llgll. ([[x = hall + e K) - f]]

[0, +00]
t

HU(X,Y)
Ji

Lemme 2.1.8. Soient X etY deux espaces de Banach et soit h : :

une application continue telle qu’il existe K > 0 vérifiant :

VEZ 0, | fill-ee KK et Vst 20, \fe— fill S K(|t—s|+ e +e7>)

X =Y
Alors Uapplication F : 0 , =0 est uniformément continue.
— folz) =] <1
flog||mH(x) ) HxH >1

Preuve :

1. Commencons par montrer que F' est continue :
Soit ||z|| < 1, alors F(x) = fo(z).
De plus, || foll.o = |l foll < K, donc || fo(x)|| < K ||z||, ce qui montre la continuité de
Fen 0.

Si ||z|| =1, log ||z]| = 0 et donc F(x) = fo(x) = fiog|jz| (%), d’ot1 la continuité de F
en 1.

Comme les applications suivantes sont continues, F' est continue : f; pour t > 0,
t — f;, log et la norme.

€ €
2. Soient maintenant € > 0 et dg > 0 tel que Koy < 3 Soit alors a > 1 tel que — < 3
a
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- Soient ||z|| = ||z]| > a > 1 tels que ||z — z|| < dp. Alors

1F(x) = F(2)|| = || fiogliell (%) = frogliz ()]
< | froglien () = froglall (2)]] + || froglien (2) = frogizt (2)

]l =l
<K max ”‘T - ZH o2 n2
)™ [l

1
+ K [|z]] <1og||x|| log 2] + -—= —2>
| || Il
1 l=Il
SK | max ¢ f|lz =z}, + 2]/ log
[El [E || |
|| >
De plus, |[z][log - < [[z]| = [|2]| < [l = 2[], donc

3K 3K

. Soient [lz]] > |I2I| et |12]| < a
Posons b = log(a + 1), comme h est continue, il existe N € N tel que pour tout

b
0 < 0,7 < b vérifiant |0 — 7| < N B ait || f, — f-| < 3
b
Par continuité uniforme de f; sur By pour tout ¢, on trouve 0 < d; < min (N’ (50)

tel que si u,v € By Verlﬁent lu—v|| < 41, alors pour tout 0 < k < N,

|| froyne () = froyn (0) ] <
Supposons ||z — z|| < d;. Alors |z <01 +a<1+a.
: e €
= Sl < 1 1F() = F@)ll = llfo(2) = fola)l| < 55 < 5 <e.

— Si ||z|| > 1, comme ||z||,||z]| < a+1, il existe 0 < k < N tel que

1 kbl k<
[log [l — 1, [log 1) = 7/ < +

N
Alors,
[F(@) = frow (@) = || fiogliall () = froyn (@)|| <[] froglion = fuwpn || 1]
< ° < —6 1) =
< gz llell < 3(a+1)(“+ )= 3
P(z) = fuyw(2)]| < 5. De plus, [[fuayn(@) = frapn (]| < 555 < =,

d’ot
|F(z) — F(2)|| <||F(2) = froyn (@) + || froyw (@) = Froyn (2)|| + || froyw (2) — F(2)|

<é€

En conclusion, F' est uniformément continue.
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2.2 Espaces proches et uniformément proches

Définition 2.2.1. Sotent X et Y deux espaces de Banach.

1. Définissons G(X,Y) le sous-ensemble de H(X,Y') formés des applications bijectives
d’inverse dans H(Y, X).

2. GU(X,Y) est le sous-ensemble de G(X,Y') formé des applications f de HU(X,Y)
telles que f=1 appartient a HU(Y, X).

3. Pour f € G(X.,Y), définissons [[f]] = max {|[fI|, I/} et [[f]]e = max {[[£]l.. [ f7*].}-

4. Définissons alors une métrique sur G(X,Y) :
Pour f?g S g(X7 Y)7 A(fug) = maX{Hf - g” ) ||f_1 - g_lH}

5. On dira que X et'Y sont L-proches pour L > 1 si pour tout ¢ > 0, il existe
feG(X,Y) telle que [[f]]: < L.
X etY sont proches s’il existe L > 1 tel qu’ils soient L-proches.

6. De méme X etY sont uniformément L-proches pour L > 1 si pour tout ¢ > 0,
il existe f € GU(X,Y) telle que [[f]]- < L.
De plus, X et'Y sont uniformément proches s’il existe L > 1 tel qu’ils soient
uniformément L-proches.

Lemme 2.2.2. Soient X,Y et Z des espaces de Banach.
Si X etY sont proches (respectivement uniformément proches) etY et Z sont proches
(resp. uniformément proches). Alors X et Z sont proches (resp. uniformément proches).

Preuve : X et Y sont (uniformément) proches donc il existe L; > 1 tel que :
Ve >0,3f1 € G(X,Y) (resp.fi € GUX,Y)) : [[fi]]le < L

Y et Z sont (uniformément) proches donc il existe Ly > 1 tel que :
Ve >0,3f2 € G(Y, Z) (resp.f2 € GUY, Z)) : [[fo]]e < L

Alors fy o f1 appartient & H(X,Z) et sa bijection réciproque f;! o f; ! appartient a
H(Z,X). Donc fyo f1 € G(X,Y).
(De plus si la restriction de f; & By est uniformément continue, alors il existe R > 0
tel que f1(Bx) C RBy et si la restriction de fy & By est uniformément continue, alors f;
est uniformément continue sur RBy . Ainsi, la restriction de fyo f; & By est uniformément
continue. De méme f; ' o f; ' est uniformément continue. Ainsi, f, o fi € GU(X, Z)).
Finalement,

[[f2 0 fi]l: max {Hfz o fill. ||(f2 o fl)ilHE} = max{”fg o fill. Hff1 o f{l}ls}

< max {| fol. I f1]l. . fl_lH€ ||f2_1H6} ,d’aprés la Proposition 2.1.6
< max {L2L17 LlLQ} = L1L2

Donc X et Z sont LjLa-(uniformément) proches.
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Théoréme 2.2.3. Soient (X,,) 5 et (Y,) 2 deur suites d’espaces de Banach telles que :
pour tout n € N, les espaces X,, et'Y,, sont L-proches (respectivement uniformément L-
proches).

+oo +o0o
Alors, pour tout 1 < p < 400, les espaces (Z Xn> et (Z Yn) sont proches (resp.
lp £p

n=1

uniformément proches).

400 +o0o
De méme, (Z Xn) et (Z Yn) sont (uniformément) proches.
n=1 co n=1 co

En particulier, si X et'Y sont (uniformément) proches, alors €,(X) et £,(Y) sont
(uniformément) proches.

Preuve : Soit 1 < p < +00. Soit € > 0.

1. Définissons une application f : (Z Xn)

+oo
— (Z Yn) telle que || ]|, < 3Y7PL :

P P

Soit une suite (,)29 telle que Vn > 1,0 < e, <eet lim g, = 0.
n—+oo

On sait que pour tout n > 1, X,, et Y,, sont (uniformément) L-proches, donc pour
tout n > 1, il existe f, € g( (X, Y) tel que [[f,]]e, < L.

+o00o +0o0
X, o Y,
Définissons ’application f : <nz::1 )gp (nz::l >gp .

Soient z = (,)2 et 2/ = (2)} € (Z X ) . Alors,
gp

1f(z) = fEOIF = Z!Ifn n) = falzp)[”

< Z!Ifn\li’nmax{ﬂxn—wm,SnHwnHﬁnHiﬁ%H}p
n=1
+oo
< L2 max {[lwn — 2|7, [lznll”, € |27}
n=1
+oo +oo +oo
< (- ar) e (S Somar)
n=1 n=1 n=1
= L7 (o = 2P + (]’ + [|2'[]"))
< 3LPmax {|lx — '[|”, & [J«f|”, € |||}

Donc ||f|. < 3YPL.
2. Montrons que f est bijective et que ||, < 3VPL :

+o0
I Y,
Commencons par montrer que ’application g :  \»=1 ‘

+o00
(£
n—= o est

I'inverse de f.

Soient (y,);2 € (Z:j Yn>€ et (z,)15 € <+f:o Xn)@ ,
Foglwn)i2) = A Wn)nz1) = (Fao fo ' (Yn)Jnz1 = (Yn)i2S
go f((xnﬁgi) = g((fa(xn))nz1) = ( n_l O fu(®n))nz1 = (In):?i
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Donc I'application g ainsi définie est 'inverse de f.
De méme que précédemment pour f, on montre que || f~'||. < 3V/7L.

Nous avons donc montré que si pour tout n, X, et Y, sont L-proches,

+00 +oo
alors pour tout 1 < p < 400, les espaces (Z Xn) et (Z Yn> sont
= Ly n= Ly

3'/P L-proches.

3. Si pour tout n, X,, et Y, sont uniformément L-proches, montrons que f et f~!

définies précédemment sont uniformément continues sur les boules unités.

Montrons que w(t) := sup max {wanX (t),wa (t)} tend vers 0 lorsque ¢ tend
n>1 n n BYn
vers 0.

Soit & > 0.
Pour tout n € N*, f, et f! sont uniformément continues donc il existe ¢,, > 0 tel

que pour tout t < t,, max {(JJf 5y (D), wp—1 (t)} <.
mMEXn ”lBYn
Définissons pour tout N € N, Ty = min {t,,1 < n < N}.
Alors pour tout ¢t < Ty, sup max {wfnlBXn (1), wfn|By (t)} <.

1<n<N

Comme la suite (g,,)nen+ tend vers 0 lorsque n tend vers +oo, il existe Ny € N* tel

que pour tout n = Ny, €, < I
De plus, pour tout n > Ny, on sait que [[f,]]s, = max {||fn|]€n \fi 1||€n} L
En particulier, pour tout x,,z!, € Bx,,

1 fn(zn) = fa(@) | < Lmax {[len — @[l en [[2all €n 2511}

5
Alors, pour tout ¢t <

Whanye, (O = sup{fuln) = fa(@)]| | @0, 2, € Bx,, llen — 2] <t}

< Loswp max{flen -l en lzall e |2}
zn,z./n€BXn

len—ah <t

< L sup max{t,e,} = Lmax{t,e,}
xn,:cfneBXn
Jan—ah <0

< L t(s —L(S—é
< max (=L =

Wyt (t) <o

De méme,

Finalement, pour tout ¢ < min {%, TNO},

o) = swpmax o, Oy, (0]

n>1
t t t
3, O max o Oy O}

:max{ sup max {wfnlBX (t), w1

)
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Ainsi, w(t) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0.

En fait, d’apres 2.1.3 il suffit de montrer que f est uniformément continue sur la

+oo
sphére unité de X ::(Z Xn> :
n= ¢

P

Soit n > 0.

On a vu que w(t) tend vers 0 lorsque t tend vers 0, donc il existe v > 0 tel que
3LV +w(2y/V) < 1.

Soient x = (z,)n>1 et @ = (2,)n>1 dans Sx tels que ||z — 2’| < v. Montrons
qu'alors || f(z) — f(z")] <.

Posons A ={n € N[ ||z, — || > v max {[|lzn]|, [[27]I}}.

Alors,
> Y < 2l = < S
max { ||z, , [|2,[[}" < |2 — 27, || < p||93—9€|| —= = VV
neA neA \/_ \/;
1/p
Autrement dit, (Z max { ||z, ||x;1\|}p> SV
necA
Alinsi,
1/p 1/p
(annm)np) <(2Lpuxnup> < Lyw
ncA ncA
1/p 1/p
et (lefn ||p) <(2Lp|rx;|!p> < Ly
ncA ncA
Donc
1/p 1/p 1/p
(lefnwn Iy >||”> <<Z||fn(xn)llp> (Zﬂfn ||p) <aLyp
neA necA neA

Si maintenant n ¢ A, alors ||z, — 2} || < vvmax {||x,||, |2} }-

Supposons ||z, || < ||«}||. Alors

Fula) (u g ,H> +fo (n ] ,H> ~ ] £ (W) H

1 fn(zn) = fulazn)ll = ‘

T, x x ,
< _n ) - _n_ _
T, 33'/ x
< lzp||w f Tn, — T
< el ‘ A ) " (n ;n)‘ I = 2l
Ln T, |2 — 27,
Or d’apreés le Lemme 2.1.2, —
[zl [l [,
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De plus, on a déja vu que pour z° € Sx, , || fn(22)|| < L. D’ou

1) = £ < (w)unxn—x;n

Donc plus généralement,

max {[|zn|, ||, [}

. 2|y — a7
1fn(n) = falw) I < Lllzn — 2] + min {{Jzn]], 27 ]} w (

[z — 7,
I ———— d’ou
Vv

2|z, — !

AP

Or max {||z,||, ||z, ||} =

Finalement,

() = fal@) | < Lllan — [l + min {[lza |l [l27,[1} w (2vV)

Donc,
1/p
(Z [ fn(an) = ful )||p>
n¢A
1/p
< (Z(L |2 — @] + min {[|z |, ||$2||}W(2\/5))p>
n¢A
1/p 1/p
L (Z [l — H?H\p) +w(2vV) (Z min {[|z, |, Hx'nH}p>
n¢A n¢A
< Lz =o'l + w@vv) max {||z]], [|2'[[} < L[|z — 2"l + w(2Vv)
< Lv+w(2y/v)
Alinsi,
1/p
1/ () (Zan(er Hp"i_Zan Tn) — ful )Hp>
n¢A neA

< Lv + 2LV 4+ w(2y/V)
<7, par le choix de v

+o0 +o0
En conclusion I'application f : (Z Xn) — (Z Yn> est uniformément conti-
= /¢ n=1 Y
+oo ! !
nue sur la boule unité de <Z Xn) . De la méme fagon il est possible de mon-
- 0

(e.e]
trer que f~! est uniformément continue sur la boule unité de <Z Yn> . Donc
n=1 2

+00 “+oo
(Z Xn> et (Z Yn> sont uniformément 3'/? L-proches.
= ¢ ¢

n=1
P P

+o0o +o0o
4. Traitons maintenant le cas de (Z Xn) ct (Z Yn) : Définissons ’application
n=1 co n=1 co

f de la méme facon.
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—+o00
Soient x et 2’ dans (Z Xn> ;
n=1

€0

1f(z) = f(=)Il = Sup 1fn(zn) = fu(@) | < sup Lmax {[lzn — 2|l en [[2nll €n 2711}

nx1

SumeaX{Hx — |l el e [’}

nx1

< Lmax {[lz — 2'|| , e ||=]| , e [|2"]|}

+o00
Donc ||f]|. < L. De méme, ||f~!||. < L. D’ou [[f]]. < L et les espace (Z Xn)
n=1

co

+00
t (Z Yn) sont L-proches.
n=1 co

Supposons les X,, et Y,, sont uniformément L-proches pour tout n > 1.

Soit 7 > 0. De la méme fagon que précédemment, w(t) tend vers 0 lorsque t tend
vers 0, donc il existe ¢y > 0 tel que w(ty) < .

+oo
Soient x et ' dans la boule unité de (Z Xn> tels que ||z — 2'|| < to. Alors,
n=1

co

If @) = £l = sup [l falwn) = falan) | < supwy,p (fo) < wlto) <

n=>1

Donc f est uniformément continue sur la boule unité de (Z Xn) . De méme on

€0

peut montrer que f~! est uniformément continue sur la boule unité de (Z Yn>

€o

+o00 +o00
Donc <E Xn) et (Z Yn) sont uniformément L-proches.
= co = Co

5. Cas particulier : si X et Y sont (uniformément) proches, alors £,(X) et £,(Y") sont
(uniformément) proches.

Il suffit d’appliquer le théoréme avec pour tout n > 1, X,, = X et Y, =Y.

Définition 2.2.4. Pour f € G(X,Y), définissons f la version normalisée de f par
0 ,x =20

f(@)
ey C 7

Proposition 2.2.5. Pour tout f € H(X,Y), on a fe G(X,Y) et pour tout x € X,
1f @) = l=]-

Preuve : Soit f € H(X,Y).
- Soit a > 0.

Siz=0, flazx) = f(0) = 0= af(x).

o ftex) o af(@)
Six #0. flox) = ol yreayy = ool foron =
positive.

Donc f est homogeéne positive.

Ve e X, f(z) = ol L6

af(x)

af(x), car f est homogéne
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. Soit = € By, ||f(z) H |:v|| 1, donc f est bornée.
- Comme f € G(X,Y), f~! existe et appartient a G(Y, X).
0 ,y =10
Définissons alors g : Y — X par ¢g(y) = fy) .
Wy 7

De méme que pour f on montre que g est homogene positive.
Eny=0, fog(y)=0=yetenz=0,go f(x)=0=a.
De plus, pour tout y € Y\ {0},

ﬂw@)=f<MHﬁ_@w>é”ﬂM|fG1@D

[~ () L)l
C AW
=T W
i) car f est positive homogeéne.
Pour tout xz € X\ {0},
- @\ el el )
g°“@‘g<m”wum)‘nﬂmﬁﬁ(” 7 N =@ -

i1) car g est homogéne positive.
Ainsi, g = f~! = f~1 est homogene positive et bornée. D’ou f € H(X,Y).

Pour finir, pour tout = € X, ||f(z)| = ||z|

Lemme 2.2.6. 1. Si f € G(X,Y), alors f € G(X,Y) et [[f]]. < 2[[f]]2 + 1.

~

2. Pour f et g dans G(X,Y), on a A(f,g) < 2[[f]]A(f, 9).

Preuve :

1. Soit f € G(X,Y). Nous avons déja vu que f € G(X,Y).
F@) = F0)| = | @) = 2l < max {lla 0] = 2]l < oI}

< 1, done [[f]]. < 1.

Soit x # 0. Alors

Donc ‘

< 1. De méme, Hf‘l
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Soient maintenant x et 2’ € X\ {0}. On peut supposer ||z|| > ||2'].

|f@ = f@)

IN =

VARS

NG

i) et 7i1) Lemme 2.1.2
i) car ||2'[| < ]

Or, [[f]]le = max{[|f[l.

]l < [Lf]]e [1f ()], et finalement

Ainsi,

|f@ = f@)

NN N

On en déduit donc que H

On montre de méme que

. Soient f et g dans G(X,Y'). Rappelons que A(f, g)

l — 2|l + 2[[f1)- 1/ (=) —

f (@)l

ol Ly L)
7@ I @)
o @ f(@)
7 @)l e
] () /|| £ (")
N G | @I @)
[ f ()] e flz) 12| f(2)
If @) 1 @)l
(z)  f(@)
Izl = ll2/] + Il HH ol T
If (@) = f ()]
Iz =1l + 2 llell ==
AL etH |||T|| = [/ @) < L @), don
TF@T < [[A1)e-

lz = 2|} + 2[[fT)e ([[f1]e max {flz = 2'|| € [|=]] , € ]| })

(2[[A1)Z + 1) max {|| — /|

7|, <2tz +

el e 12l

< 2[[f])2 + 1. Finalement, [[f]]. < 2[[f]]? + 1.

=max {[|f —gl[, I/~ —g7"II}.

Soit ||z|| = 1.
o e o) | s ot
|2 o] = H” Fion ~ 11 Hg(:c)HH ” ”HHf(w)H ng<x>u‘
< 2oy ML H}( >||( W ot 17 @) - o)l
< AN - gll < 2VA. )
On montre de méme que Hf_l - g7l < 2[[f‘1HA(f_1,g_1) =2[[f]A(f, 9).

D'ou A(f, §) < 2[[f]]

A(f,9)
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Définition 2.2.7. Soient (M,d) et (N,0) deuz espaces métriques et f : M — N une
application.
(a) [ est grossiérement continue si pour tout t > 0, we(t) < +o0.
(b) f est grossiérement Lipschitzienne s’il existe to > 0 tel que pour tout t > to,
we(t) < ct.
(c) f est de CL-type (L,e) si pour tout t >0, ws(t) < Lt +¢.
(d) Une bijection f est un homéomorphisme grossier lorsque f et f~1 sont grossie-
rement continues.
Dans ce cas, on dit que f est un CL-homéomorphisme de type (L,c) si f et f~!
sont de CL-type (L,¢).
(e) M et M’ sont presque Lipschitz-isomorphes s’il existe L tel que pour tout € > 0,
il existe un CL-homéomorphisme entre M et M' de type (L,¢).
Lemme 2.2.8. Soient X etY deux espaces de Banach.
Soit f € H(X,Y) et ¢ == fig-
1. Sip est de CL-type (L,e), ou L > 1, e > 0 et pour tout x € Sx, ||p(z)] < K, alors

[[f]]e: < 2K +4L.
2. Si||fll. =L, alors ¢ est de CL-type (L, Le).
Preuve :

1. Montrons que pour tout x,z € X,
1f(z) = f() < 2K +4L) max{|[z — 2|, e ||lz|| . e [|2[]}

Soit alors x,z € X.

@) - £ = HH¢Q|0 ”“@< )H
= st 1o (5) + ||z||( (”HJ (n )

< Kz =zl +=l|e| 7 € Sx
||90|| || I ||$||
x z x z
De plus ¢ est de CL-type (L,¢), donc wy | [|[m—— || | < L||—— 7
[l [I=] [l [l=]
Donc
1f(z) = f() < Klz—zl[+]=]L ” M~ || || +e ||zl
Or d’apres le Lemme 2.1.2, R <2 T . De plus ||z]] < max {||z|, ||z}
x z z
D’ou
1f(z) = fRI < (K+2L) [le— 2l + 2]
< QK +4L)max{||z — z[| e [lz]| e [|=[[}
car L > 1
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Ainsi, || f]|, < 2K +4L.

2. Soient = et z dans Sy.

le(z) = (=)l

< fllemax{flz =zl eflell, e 2]} = Lmax {|jz — z[|, £}
< Lz —z||+ Le

Donc ¢ est de CL-type (L, Le).
Ul

Proposition 2.2.9. Soient X et Y deux Banach tels que leur sphéres unités soient
uniformément presque Lipschitz-isomorphes. Alors X et Y sont uniformément proches.

Preuve : Supposons que Sx et Sy sont uniformément presque Lipschitz isomorphes.
Alors il existe un homéomorphisme uniforme ¢ : Sx — Sy, il existe L et € > 0 tels que
¢ et ! sont de CL-type (L,e). C'est-a-dire que pour tout ¢ > 0, w,(t) < Lt + ¢ et
wy-1(t) < Lt + €.
Montrons que X et Y sont uniformément proches, c¢’est-a-dire qu’il existe L tel que
pour tout € > 0 il existe f € GU(X,Y) tel que [[f]]c < L.
X =Y

Définissons f : x
xF%HN¢<H0

- f est bijective de bijection réciproque y — ||yl ! (ﬁ)
Y

- f et f~1 sont positives homogénes : soient x € X et o > 0,

flax) = ||ax||so(|| ”"H> ol IIsD(H H) af(x)

de méme pour montrer que f~! est positive homogéne.
- f et f~! sont bornées : soit + € By :

|£(x ||“ ”“"(n H)H

de méme pour montrer que f~! est bornée.

- Montrons que les restrictions de f et f~! & Bx et By respectivement sont unifor-
mément continues.
Nous avons déja vu que pour montrer qu'une fonction est uniformément continue
sur la boule unité, il suffit de montrer qu’elle est uniformément continue sur la

x
(W) H = ||z|| < 1, car ¢ a valeurs dans Sy

x
sphére unité. Or pour x € Sy, f(z) = ||z|l ¢ (H = ¢(x), et comme @ est
x

uniformément continue on en déduit que f est uniformément continue sur Sx. De
méme f~! est uniformément continue sur By

Ainsi, f € GU(X,Y).
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Soient x,z € X. On peut supposer ||z|| < ||z||. Alors

I£@) = F) = ””¢G%>_MW<ﬁOH
- HM(@(ﬁ%)—¢G§O) (Hu>wu wa

<\mr¢G%Q—w<ﬁO ¢(ﬁ0‘w—m
<Hmw¢( HHW+Wz 2]
< “”(Huu )4¢z—m

< (L+Dz =zl +ell«]
< 2L+ 2)max{[]z — || e[|z, e [|2]]}

Ainsi ||f]]. < 2L + 2. On montre de méme que |||, < 2L+ 2, d'ou [[f]]. < 2L + 2.
Finalement, X et Y sont uniformément proches.

g

2.3 Lien entre espaces uniformément proches et uni-
formément homéomorphes

Démontrons maintenant un théoréme du & Nahum qui lie I'uniforme proximité et
I"uniforme homéomorphie :

Théoréme 2.3.1. Soient X etY deux espaces de Banach uniformément homéomorphes.
Alors les espaces X R et Y ® R sont uniformément proches.

Preuve : Comme X et Y sont uniformément homéomorphes, il existe ¢ : X — Y
bijective telle que ¢ et )~! sont uniformément continue. En particulier il existe L et C
telle que pour tout ¢ > 0, wy(t), wy-1(t) < Lt + C.

Les applications 1) et 1)~! sont Lipschitziennes aux grandes distances : il existe K > 1
tel que pour tout z,z € X,

o2l > 1 on o) — () > 1= 12

On peut supposer (0) =
1. Définissons C' := {(z,t) € X ®R|x € X,0 < [|z]| <t < 1} et notons X' = X & R.
De méme, D ={(y,s) e YORlye Y, 0< |ly| < s<1}et Y =Y DR
Alors la frontiére de C' (respectivement de D) est Lipschitz-équivalente a la sphére
de X’ (resp. de Y).
Soit fx : 0C\ {0,0} — X définie par :

< lo(z) =92l < Kz — 2

Y(z,t) € 0C\ {0,0}, fx(z,t) =

33



2.3. LIEN ENTRE ESPACES UNIFORMEMENT PROCHES ET
UNIFORMEMENT HOMEOMORPHES

Alors fx est bijective et son inverse est fy': X — 9C\ {0,0} définie par :

(z,1) el <1
Ve e X, fy'(z) =

En effet, soit (z,t) € 0C\ {0, 0},
- t=1

(1) el < 1
fHUx@) =K@ =9 L

2
]

el > 1

Or (z,t) € 0C\ {0,0}, donc en particulier ||z|| < 1. D’ou

fx'(fx(@,1)) = fx' (@) = (,1)

t=z| <1
T 1 x T T 1
f_l(fx<x,t)):f_1< ) - < ) ),Car AN
. ) 2 P\l | 11z)1? [ e 1
[Elk
e
= ||| (—2 —2> = (z,]|z]]) = (x,1)
[ ]|* [l
Donc fx' o fx = Idacfo,0}-
Soit x € X,
- Si 2|l < 1, alors fx(fy'(x) = fx(z,1) =z
- Stz > 1,
x
_ 1 z|? T 1
hﬁﬂﬂ=h<—ﬂMMO= I« A =
]| T ||l ]
5
]|

=T

Finalement, f5' ainsi définie est bien l'inverse de fx-.

De méme définissons les applications fy : 9D\ {0,0} — Y et f;;! de la maniére
sulvante :

, i o (wn s
AR PUZY ol ol > 1
Y

b=yl <1 2
Iyl

2. Soit ¢ : IC' — AD définie par ¢ = f;,' ovp o fy sur AC\ {0, 0} et (0,0) = (0,0).
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- Montrons que ¢ est continue en (0,0) : Soit 0 < o < 1.

Soit U = {@,t) e O\ {(0,0)} ||z = ¢ < %}

Alors pour tout (z,t) € U, fx(z,t) =

i H ! sont Lipschitziennes
x

K
>1 on a

aux grandes distances et que ||fx(x,t)| = ‘

[ fx (, 1)

1
1<~ < <Wlfx(@ )l < Kl fx(z 1]

Donc

-1 T ! x x(x
e(z,t) = fi (U(fx(z,1)) = oo t))Hz(w(fx( s o (fx (2, )]

D’ou ||p(z,t)| = <aet p(U) C Bx/(0,a) NOD.

1 _ K
I (Fx (@, DI I fx (=, )]

Ainsi ¢ est continue en (0,0).

- Montrons que pour tout 0 < A < 1, ¢ est uniformément continue sur
Ay =A{(z,t) € OC|t = \}

(a) Montrons que fx est uniformément continue sur A,.
Soit (x,t), (y,s) € Ax.
- Sit=s=1 alors | fx(z,?) — fx(y,s)| = ||$ —yl <@, t) = (y, )|

Sitys < 1, alors || fx () — fx(y, )] = ﬂ

5 est uniformément continue sur {x|||z| > A},V0 <A <1

. De plus l'applica-

tion x —

]

—Sit=1et s<1,soit z —Hy—H Alors,
Yy

1fx () = fx (v o)l < [[fx (@) = fx(z DI+ 1fx(21) = fx (v, )]

Gréace aux 2 cas précédents, chacun des termes donne 'uniforme continuité
de fx dans ce cas la.
Finalement, fx est uniformément continue sur Ay, pour tout 0 < A < 1

(b) % est uniformément continue sur X.

(c) Tl ne reste donc plus qu’a montrer que f;-' est uniformément continue sur
1 o fx(A,) pour prouver que ¢ est uniformément continue.

= Siflzf], flyll < 1, alors || ' (2) = ' ()] = (2, 1) = (9, )] = [|l= = yll.

1 1
Sww“W>Lm“W”@_”%M:HQ;”wO_<@FMOH

Or les applications  — —— et x +— — sont uniformément continue sur

{f =]l = 1},
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— Si |lz|| < 1et |yl > 1, alors

@) - £y <ﬁ> ! (H%I) — ')

Gréace aux 2 cas précédents, chacun des termes donne 'uniforme continuité
de f,-' dans ce cas la.

|7 (@) = fy ()| <

Finalement, fy ! est uniformément continue.

Ainsi, ¢ est uniformément continue sur Ay, pour tout 0 < A < 1
- Montrons maintenant que ¢ est uniformément continue sur 0C' :
Soit € > 0. Comme ¢ est continue en (0, 0) il existe o > 0 tel que si ||(z,7)| < «,

€
alors ||p(z,7)|| < — De plus, ¢ est uniformément continue sur A,, donc il existe
d > 0 tel que si (z,1), (y,s) € Aa et ||(z,t) — (y,s)|| < 26, alors

lip(a,t) = ey 5)]| <

Déduisons-en que ¢ est uniformément continue sur 0C' :
Soient (z,t), (y,s) € C tels que ||(z,t) — (y,s)]| <9,
a) Sis,t<aq,

S
lo(z,t) = oly. )l < llp(z Ol + llely, s)ll < 5 < ¢

(Indépendamment de ||(z,t) — (y, s)]|).
b) Si s, t > a. Alors (z,t), (y,s) € A, et ||(x,t) — (y,s)|| < < 2§, donc

E
lo(x,t) — @y, s)| < 1<

c) Sit>aets<a,

t

— Alors les points (Wy, t) et (z,t) sont dans A,, de plus
Yy

Yy _*

t
HGm%ﬁ‘@ﬁH: ol Tl

< 2||(z,t) — (y,s)|| <29, d’apres le Lemme 2.1.2

t
@ (my,t) — (1)

«
— Le point (Hy, « | appartient également a A, et
Y

t Q@ )
—yt| — | —y,al||=t—al<t—s< =<2
[yl [yl 2

t a
ol oWt —e |\ o] <
[yl [yl

36

= [l <2z -y

]
[yl

<

a1,

Donc d’aprés ce qui précéde,

Donc

AN
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(0% ( ) 9
o | Tya | —ely )| <5
Iyl 2

L t ( t) L t &
") T RN T
@ (ﬁya> —o(y,s)

Finalement, pour tout € > 0, il existe ¢ tel que pour tout (z,t),(y,s) € 9C,
si||(z,t) — (y,s)]| < 0, alors ||p(x,t) — ¢(y,s)|| < e. Donc ¢ est uniformément
continue sur 0C' tout entier.

En résumé, nous avons montré qu’il existe une constante L, telle que

— De plus d’aprés a),

Donc

lo(x,t) — @y, s)]| < +

+

<€

wy(t) < Lywy(t) < LiLt 4+ LiC et w, ' (t) < Lywy1(t) < LiLt + L C

3. Comme nous avons vu que dC' et Sx: sont Lipschitz-isomorphes (tout comme 90D
et Sy+) nous pouvons supposons que ¢ est définie sur Sx a valeurs dans Sy-.

X — Y

Pour tout n € N, posons 9, : 1 . Y, est uniformément continue,
r = —(nx)

n
donc de la méme fagon que précédemment il est possible de construire

©Op, - SX/ — Sy/

1 1 1
Alors wy, (1) < —wp(nt) < LiLt + —L1C et w-1(t) < LiLt + —L,C. Cest-a-dire
n n n n

L,.C
que ¢, et o1 sont de CL-type (L, L, 1—), donc Sx et Sy sont presque Lipschitz
n

isomorphes. D’aprés la Proposition 2.2.9, X’ et Y’ sont uniformément proches.
O

Proposition 2.3.2. Soient X etY deux espaces de Banach tels qu’il existe une constante
L >0 et pour tout t > 0, il existe f, € GU(X,Y) tels que

Vit
t

Z
Vs, t >

0, [[flle-2e < L
0, A(fi, fo) <L(t—s|+e?+e )

et les applications t — f, et t — f ' sont continues.
Alors X et Y sont uniformément homéomorphes.

Preuve : La famille ( ft)t>0 vérifie les mémes hypothéses que la famille (f;);>o :
- Nous avons déja vu que si f; € GU(X,Y), alors f, € GU(X,Y).
- D’apres le Lemme 2.2.6, [[fi]]o-2 < 2[[f]]%2 + 1 <202 +1:= K.
- D’aprés le méme Lemme,

A(fes fo) 2AUNAUS fo) S2L3(t = s+ 7 +e7) S K(Jt = s| + 7 +e7)
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- De plus comme les applications ¢ — f;, et ¢ — f; ' sont continues, les applications
t— ft et t — f; ! le sont également.

X —- Y
Alors d’apres le Lemme 2.1.8 les applications F' : Q & =0 et
= 1 fol@) el <1
Joglall () [lz] > 1
Yy —- X
0 =0 L ,
y fofl ) vl <1 sont uniformément continues.

T Mo (@) Syl > 1

Montrons qu’alors G = F 1. A A A
Tout d’abord rappelons que pour tout f, f~! = f~! et que pour tout z, || f(2)] = ||2]|.
- Soit y € Y tel que ||y < 1.

A —1 ~—1
Alors F o G(y) = F(fy ' (y)) et de plus Hfo (y)H = |lyll < 1, donc

A -1

FoGy) = folfo )=y

- Si|ly|l > 1, alors

FoG(y) = F(fl;glnyu(y)) = flog fl;;”y‘l(y)H(fl;glny”(y)) = ﬁog\lyll(ﬁ;gl||y\\(y)) =Y

- Soit x € X tel que ||z|| < 1. Alors

G o F(z) = G(fo(x)) = f5 ' (folz)) =

- Si||z]| > 1, alors
GoF(z) = G(flogHafll(x)) = fl;ngﬁogHzH(a:)H(flog”xH(x)) = fl;glnxu(f:logllx\\(x)) =

Donc G = F~1, ainsi F' est un homéomorphisme uniforme entre X et Y.

U

Théoréme 2.3.3. Soient X, Y et Z trois espaces de Banach tels que X et X &Y sont
uniformément proches et Y et Y @ Z sont linéairement isomorphes. Alors X? et X2 @ Z
sont uniformément homéomorphes.

Preuve : Le but de cette démonstration est de construire une famille (f;);>o d’applica-
tion de GU(X?, X? @ Z) vérifiant les hypothéses de la Proposition 2.3.2.

Remarque 2.3.4. Pour les sommes directes nous utiliserons la norme infinie.

- Comme X et X &Y sont uniformément proches, il existe une constante L > 1 telle
que pour tout € > 0 il existe f € GU(X, X @&Y) telle que [[f]] < L.
De plus, il existe un isomorphisme 7' = (Ty,T7) : Y — Y @ Z, et il est possible de
choisir L de telle facon que ||T|, || T~ < L.

Soit € > 0.
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- Pour g = (gx,9y) € GU(X, X @ Y), définissons

o - X - Xop~Z7
90z = (g7 (gx(2), Ty (gv (), Tz(gy (2)))

Alors @, appartient & GU(X, X & Z) comme composée d’application de GU( , ).
De plus, d’apreés la Proposition 2.1.6, [[®,]]. < [[9])2[[T]]. < L?, si [[g]]. < L.

£

- Montrons que pour g, h € GU(X, X ®Y) avec [[g]l¢, [1]]c < L, il existe une famille
(fi)o<t<1 C GU(X?, X? & Z) telle que :

i. les apphcatlons t— f, et t — f;! sont continues
ii. V0 < 1, [[fi]]le < 2LS
iii. VO < s,t <1, A(fy, fs) < 4AmLO8|t — s| + 8L
. V(z1,22) € X2, folar,22) = (21, Dy(z2))
v. V(z1,20) € X2, fi(wy, 22) = (21, Pp(22))

Pour cela nous aurons besoin de la remarque suivante :
Remarque 2.3.5. Soit W un espace de Banach.

e
75]7

WeW — WelW
(wy,wy) > (wqcosl —+ wysin b, wy cos — wq sin f)

Définissons pour 6 € [0

»(0) :

™, WeW - WaoWw

et notons J = ¢ (i, w5) = (ws, —wy)

Remarquons qu’alors ¥(0) ™! = ¢(—6).
Montrons que Uapplication 6 — () est 2-Lipschitzienne :
7r
Soient 0,60 € [0, 5] et (w1, ws) € Byew. On peut supposer que ||w; || = ||ws||, donc

|| (w1, wa)|| = ||wy||. Alors,

|(1(0) — (0"))(wy, ws)|| =max {||Jw;(cos @ — cos ') + wo(sinh — sin§)]| ,
|wa(cos B — cos ') — wi(sin @ — sin§')||}
< JJwy]| [ cos @ — cos @'] + ||ws|| | sinf — sin |
< ||wr || (] cos @ — cos@'| + |sinf — sin6'|)
<2|[(wy, wa)|[ 16 — ¢'|

Ainsi ||(0) — (0] < 2]0 — 0’| et 0 — 1(0) est 2-Lipschitzienne.
De méme il est possible de montrer que 6 — 1 (0)~! est 2-Lipschitzienne.

Montrons que pour tout 6 € [0, ] l(8)] <

Soit 6 € [0, =
(0) G[,§],

[o@) = sup  [[¢(0)(wi, wa)]]

[l (w1,w2)I<1

= sup |lwycos@+ wssinb, wycosh — w;sinb|
[I(w1,w2)[I<1

< sup  ||(wy,w2)| (] cosB| + |sinf]) < 2
[|(w1,w2)||<1
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De méme, |[¢(0)71 < 2.

0.5 = LOVeW)
0 — ()

Finalement remarquons que ’application v : permet de

passer continuement de l'identité de W e W a J.

Revenons a la construction de la famille (f;)o<t<1 :
Définissons F}, Fy et F3 de la fagon suivante :

X2 5 (XaY)?

1 (T1,22) = (W(21), 9(22)) = (hx(21), by (21), gx (72), gy(72))

. (XoY)? - XoY)2aZz
2 (T1,y1,2,92) = (21,91, 72, T(y2)) = (21,91, 72, Ty (y2), T2 (y2))
o (XoY)?eZ - X*0Z

(z1, 91, 72,92, 2) — (W' (21, 11), 97 (22, 12), 2)

Remarquons que chaque F;, 1 < i < 3, est dans un GU( , ) comme composée
d’applications de GU( , ). De plus, |T||, [T, [[9]le, [[#]]: < L et la norme utilisée
pour les sommes directes est la norme infini, donc V1 < i < 3, [[Fi]]. < L.

Puis définissons les isométries suivantes :

7 X2 - X?
(z1,22) = (22, —21)
7, - (XpY)? - (XapY)
(T1, 91, 22,92) = (T1, —Y2, T2, Y1)
{EZ(X@YV®Z—%(X@YV®Z
(T1, 91, 2,92, 2) = (21,Y2, T2, —V1, 2)
Jim L1, X’®Z —- X?’~Z

(1,22,2) +— (22, —21,2)

Définissons maintenant fo, f1/4, f1/2, f3/4 €t fi sur Pespace X? a valeurs dans 'espace
X2 7:
Jo = F3FyF, f1/4 = F3Fy Py, f1/2 = F3Fy o FJy

J3ya = F3J3F oy Jy, fii= JuFsd3Fy o FrJ,y

Ces applications appartiennent & GU(X?, X?@® Z) comme composées d’applications
de GU( , ).

Construisons f;, pour 0 < ¢t < 1, en utilisant la Remarque 2.3.5 sur chacun des

intervalles [0, 1], (1, 3], [3, 3] et [3,1] :

[0, i] — L(X?% X?)
t — D)

continfiement de I'identité de X2 & J;, puis

1
— Pour 0 <t < 7 définissons & : permettant de passer

ft = FgFQqu)(t) = GO(I)HO
ou H() = Ix2 et GO = F3F2F1.
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Alors pour tout s,t € [0, 1],
[(t) — @(s)|| = [l(2mt) — ¢(27T8)|| 2|2mt — 2ms| = 4wt — |
|[@(t) —@(s)7!|| = Hw @2mt) " —p(2ms) 7| < 2027wt — 27s| = 4n|t — s
@) = l[p2rt)]| <
12@) 7] = [ @nt) 1H <2

De plus, [[Goll. = [F3F>F1]l. < LP et [Holl = [[Ix2]]. =1 < L < LP.
L S (XY (X YR

— Pour }—1 <t < %, définissons O : t o o) permettant
de passer contintiement de I'identité de (X & Y)? & Jo, puis
fo = BRSO = Gio() H)
ol H1 = F1J1 et G1 = F3F2.
Alors pour tout s,t € [4,1],
1 1
|D(t) — P(s)]| = Hw <27r <t - Z)) — (27T (s - Zl)) H < 2|27t — 27s]
< Arlt — s

o(er(-) o le(-0)

< 2|27t — 27s| = 4Ax|t — s|

oor-fo -1

12~ = ()7 =

IV

oo

De plus, [Gal- = ([Fl < 12 < £ et [t = [[F]; < L < L
B 1 < 3 33 = L(XeY) @Z(X@Y) ® Z)
Pour 5 <t < 4, définissons @ : E o ()
permettant de passer contintiement de I'identité de (X @ Y)* @ Z a J3, puis
fi = F30(t)Fo oy Jy = Go@(t) Hy
ou H2 == F2J2F1J1 et G2 == Fg.
Alors pour tout s,t € [1,3],
1 1
|D(t) — P(s)|| = Hzﬂ (27r <t - 5)) — (27T (s - §>> H < 2|27t — 27s]
< Arlt — s

o(r(-3)) o le(-3))

< 2|27t — 27s| = Ax|t — s|

oor=|o o))
o) = Hw (zﬁ (t . ;))
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De phlS, [[GQHE = [[Fg“s < L < LS et [[HQ]]s = HFQJQFlJI]]E < L2 < L3.
3.1 - LX*®Z,X*Z)

t — D)
passer continfiement de l'identité de X? @ Z a J,, puis

— Pour % <t < 1, définissons P : permettant de

ft = @(t)FngFQJQF:[Jl == Ggq)(t)H
ot Hy := F3J3F3JoF 1 Jy et G3 := [x247. Alors pour tout s,t € [%, 1],

o) — a6 = o (25 (1= 2) ) v (2r (5= 2)) | < 2t —2ms

< Arlt — s

o= (-9) o= (-9)

< 2|27t — 27s| = An|t — s|

on- o -2
o) = Hw (27r (t _ j))

De plus, [[Gs]]. = [[Ix2az]le = 1 < L? et [[Hs]|. = [[F3JsFyJoFy )] < L2
Ainsi, pour tout 1 < j <4,

12~ = @(s)™]| =

<2

Vs, t € %,i ,max {||®(t) — ()|, ||®(t) " — @(s)7"||} < 47|t — 5]
o max{jle@l e} <2
vie |22 Al = (G0, < D2r = 210

Les applications H; et G; sont dans un HU( , ) comme composée d’applications de
HU( , ), et comme P(t) et D(s) sont linéaires elles appartiennent aussi a HU( , ).

Il est donc possible d’appliquer le Lemme 2.1.7 avec f = H;, g = G, hy = ®(t) et

hy = ®(s), puis avec f =G, g=H;', hy = ®(t) L et hy = O(s)7*:

— Comme ®(t) et ®(s) sont uniformément continues (reps. ®(¢)~! et ®(s)7'), 'ap-
plication ¢ ~— f; (resp. t — f; ') est continue,

= o= Sl S IG5 I (19(2) — S(s) +22) < L (4x[t — s] + 2¢)

= = r < LG e )_ O(s)7H| + 2¢) < LO(4nlt — s| + 2¢)

Dot A(fy, fo) = max {||fe — fsll, || /7" = f 1|} < LS(4w|t — s| + 2¢), pour tout

ste[u,fﬂ

Ainsi pour tout s,t € [0,1], A(fs, fs) < Lé(4r|t — s| + 8¢).
Il ne reste plus qu’a montrer que pour (z1,z2) € X2, fo(x1,22) = (21, Py(x2)) et
fi(z1, 29) = (w1, Pp(z2)).
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Soient (1, 79) € X?, alors

fo(z1,22) = FsFoFy (21, 22) = F3Fy (hx (1), hy(21), g2 (22), gy (22))
= F3 (hx(z1), hy (21), gx (22), Ty (9v (22)), T2(gy (22)))
= (hfl(hx(l'l),hy(%)) Ygx (x2), Ty (gy (2))), T: (9Y<5’72)))
= (21,97 (gx (22), Ty (9v (22))), Tz (gy (x2)))

= (21, @y(2))
et

f1($1,1'2) = J4F3J3F2J2F1J1($1,$2) = J4F3J3F2J2F1(ZU2, —5171)
= JyF3J3F3Js (hx(ﬁl), hy($2),gx(—$1),gy(—$1))
= JyiF3J3F, (hx(22), —gy (—11), gx (—21), hy (72))
= JuF3J3 (hx(22), =gy (=21), 9x (=21), Ty (hy (2)), T2 (hy (22)))
= JuF5 (hx(22), Ty (hy (22)), gx (1), gy (—21), Tz(hy (22)))
= Ju (B (hx(22), Ty (hy (22))) , g~ (9x (=21), gy (=21)) , Tz (hy (22)))
= (=g " (gx(—21), gv (—21)) , b " (hx (w2), Ty (hy (22))) , Tz (hy (x2)))
= (w1, h™ ! (hx(z2), Ty (hy (22))) , Tz (hy (22)))
- Comme X et X @Y sont uniformément proches, pour tout n € N, il existe g,, dans
GU(X, X @Y) tel que [[gn]]e-2n—2 < L. Alors en utilisant I’étape précédente il est
possible de construire une famille (f;);=0 C GU(X?, X2 @ Z) telle que pour tout n,

fo = Ix ® ®, et pour tout ¢t > 0, [[fi]]c-2n-2 < 2L°. De plus nous avons vu a la
Remarque 2.1.5 que € — [[fi]]. est décroissante, donc

[[fil]e-2 < [[fe]]e-2n-2 < 2L° < 16L°

Pour finir, soient s,t > 0.
— Sl existe n € N tel que s,t € [n,n + 1], alors

A(fs, fr) < L° (drft — s| +8e7"7%) < L (4nft — s]) + 8L(e™ + ™)
S 16LO(|t — s| + e % 4+ e7%)

— Supposons maintenant qu’il existe n < m tels que s € [n,n+1] et t € [m, m+ 1].
Alors

m—1
A(fo ) S Afos for)) + D AU firr) + Alfms f1)

k=n+1

< L647T|t . 8| +8L6 ( 2(n+1) + Z 2(k+1) —2(m+1)>

k=n+1
<ALST|t — 8|+ 16L°™ < ALSx|t — s| + 16L°(e™* 4 e~ %)
S16LO(Jt — s| + e +e7%)
De plus, les applications ¢ — f; et ¢ — f; ' sont continues.

- Appliquons maintenant la Proposition 2.3.2 pour conclure que X? et X? @ Z sont
uniformément homéomorphes.

g
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Théoréme 2.3.6. Si X et Y sont uniformément proches, X est isomorphe o X? et Y
est isomorphe a Y2, alors X est uniformément homéomorphe a'Y .

Preuve : Comme X est uniformément proche de Y, X @ Y est uniformément proche
de X & X, lui-méme isomorphe & X, donc X &Y est uniformément proche de X.
De plus, Y isomorphe a4 Y @Y, donc en appliquant le Théoréme précédent avec
Z =Y, X? est uniformément homéomorphe & X2 @Y. Et comme X est isomorphe a
X2, X est uniformément homéomorphe & X @Y.
De méme Y est uniformément homéomorphe a X @& Y, donc X est uniformément
homéomorphe a Y.

g

Théoréme 2.3.7. 1. Soient X et Y uniformément proches, alors pour 1 < p < 400,
l,(X) et £,(Y) sont uniformément homéomorphes. De méme, co(X) et co(Y) sont
uniformément homéomorphes.

2. Soient X et Y uniforméments homéomorphes, alors pour 1 < p < +o00, £,(X) e
0,(Y) sont uniformément homéomorphes. De méme, co(X) et co(Y) sont umforme—
ment homéomorphes.

Lemme 2.3.8. Soit X un espace de Banach quelconque. Alors pour tout 1 < p < 400,
l,(X @ R) est isomorphe a (,(X).

Preuve : Soit Y un espace de Banach tel que X = R @ Y. Traitons les isomorphisme
comme des égalités :

(X)

lp(X @ R) = £,(X) & (,(R) = (fp(X) 6(X)) & 6(R) = K(X@R)@ff
= ) ©® KP(R) ©® €p<R)

p(X) = £p(X) & £y(X) = 6,(X) & 6,(Y) & £p(R) = £,(X) & 4,V
= 0,(X ®R) @ (,(X)

Dot £,(X) = £,(X ® R).

Démontrons maintenant le Théoréme 2.3.7
Preuve :

1. Soit 1 < p < 400. X et Y sont uniformément proches, donc d’aprés le Théoréme
2.2.3 fp(X) et £,(Y) sont uniformément proches. De plus, £,(X) @ £,(X) est iso-
morphe a £,(X), de méme pour Y, donc d’aprés le Théoreme 2.3.6, £,(X) et £,(Y)
sont uniformément homéomorphes.

Le cas de ¢y(X) et ¢(Y) se traite de la méme fagon.
2. X et Y sont uniformément homéomorphes, donc d’aprés le Théoréeme 2.3.1, X R

et Y @ R sont uniformément proches. D’aprés le 1., £,(X @ R) et £,(Y & R) sont
uniformément homéomorphes.

Or d’apreés le Lemme précédent £,(X @ R) est isomorphe & £,(X) et £,(Y @ R) est
isomorphe a £,(Y"). Donc ¢,(X) et £,(Y) sont uniformément homéomorphes.

Le cas de ¢y(X) et ¢o(Y) se traite de la méme fagon.
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Théoréme 2.3.9. Soient X etY deux espaces de Banach uniformément proches tels que
X est isomorphe a £,(X), pour 1 < p < +o0, ou a ¢o(X). Alors Y? est uniformément
homéomorphe a X.

Preuve : Traitons le cas ot X est isomorphe a £,(X), la cas ¢o(X) se traite de la méme
facon.

Remarquons tout d’abord que comme X est isomorphe a ¢,(X), X est isomorphe &
X?2. En effet, £,(X) est isomorphe & £,(X)&®£,(X), donc X est isomorphe & £,(X)®,(X),
lui méme isomorphe & X @ X, d’oit X isomorphe a X2.

Ainsi, si X et Y sont uniformément proches, alors d'une part X2 et Y sont uniformé-
ment proche et d’autre part X2 et Y @ X sont uniformément proches. D’aprés le Lemme
2.2.2,Y et Y & X sont uniformément proches.

Appliquons le Théoréme 2.3.3 : nous obtenons que Y2 et Y2 @ X sont uniformément
homéomorphes.

Montrons maintenant que X et Y2 @ X sont uniformément homéomorphes :

Comme X et Y sont uniformément proches, d”’aprés le Théoréme 2.3.7.1., £,(X) et
(,(Y') sont uniformément homéomorphes. Donc X et £,(Y") sont uniformément homéo-
morphes.

De plus rappelons que £,(Y") est isomorphe & Y2 & £,(Y). Donc X est uniformément
homéomorphe & Y2 & £,(Y"). Finalement, X est uniformément homéomorphe a Y2 & X.

D’ott X est uniformément homéomorphe a Y.

g

45



2.3. LIEN ENTRE ESPACES UNIFORMEMENT PROCHES ET
UNIFORMEMENT HOMEOMORPHES

46



Chapitre 3

Applications : Homéomorphisme
uniforme et isomorphisme

Le premier exemple que nous donnerons d’application des théorémes précédents est
le résultat suivant di & M. Ribe en 1984 dans |7] :

Théoréme 3.0.10. Soit ¢ > 1 et (p,)n>1 une suite telle que pour tout n > 1, p, > 1 et
(Pn)n>1 tend vers 1. Alors les espaces | > Lpn> et Ly & (Z Lpn) sont uniformément
q q

n=>1 n=>1
homéomorphes.
Dans son article [1], N.J. Kalton donne un généralisation du principe utilisé par M.
Ribe dans [7]. C’est pourquoi nous pouvons démontrer ce Théoréme comme conséquence

des résultats du Chapitre 2.
Lemme 3.0.11. Pour 1 < p,q < 400, définissons 'application

Lp — Lq
foe IFIL 9 sgn(f)l 1P/

Alors m,, , appartient & GU(L,, L,).

Mp,q -

Preuve : Soient 1 < p,q < +o00.

1. Remarquons tout d’abord que m,, , est bien définie et montrons qu’elle est a valeurs
dans L, :

Soit f € Ly,
/ g (f) A = / LIS sen( )l FP/e)edn = || £ / FPdA
[0,1] [0,1] [0,1]
— A1 I = A1

Donc my,q(f) € Lq et de plus [[myq(f)|l, = [|f],- En particulier, |[m,, || < 1.

2. Montrons que m,, , est positive homogene :
Soit a >0 et f € Ly,

mpq(af) = lafll " sgn(af)|af /T = o' =P/|| f||17P/"sgn( f)ab/e| fP/1
= a | )" sgn(f)| P4 = amy,(f)

Donc my, , est homogene positive.
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3. Montrons que m,, , est bijective de bijection réciproque my,), :
Soit f € Ly,

Mg (mya(F)) = gy (£ s6n(F)F/7) = £y (sen(£)1F1779)

= AL [sen () AP/ sen(sen(£)|f1P/) sen(f)|F1P/ajo/P
= [Lf I, " NI sgn(f) f] = f

Donc mg, o my 4 = Idg,. Les mémes calculs montrent que my 4 0my, = Idy,, ainsi
my, 4 est bijective de bijection réciproque my,,.

4. 11 ne reste plus qu’a montrer que m, , restreinte a la boule unité de L, est unifor-
mément continue, sa bijection réciproque étant également une my,,.

Supposons p > ¢. Soit ® : By, — By, définie par Vf € By, ®(f) = sgn(f)|f|P/9.

(a) Montrons que ® est partout Gateau-différentriable et que la norme de la dé-
rivée de ® au point f est bornée par p/q, nous en déduirons donc que P est
p/q-Lipschitzienne.

R — R

v > sgn(z)|z|P/ est de classe C! et pour tout = € R,

L’application F' :

/ _ p /q—1

F'(z) = — sgn(x)|z|P/?
q

O(f+th)— P
Montrons que pour tout f € By, et h € L,, le quotient / t) (/) tend

simplement vers b h| f|P/2=1 lorsque t tend vers 0.
q

Soit x € [0, 1],

O(f + th)(x) — ®(f)(x)  (sen(f +th)|f + thP/?) () — (sgn(f)|f17/) ()

t t
' x )P/ — | F()|P/a
ésgn(f(x))‘f( ) +th( )’t | ()]
|f(z) + th(z)[P/1 — | f(x)|P/e
- hesenl () th(z)

= h<x>sgn<f<x>>§ sgn(f ()| f(x)7/s?
_P ) F () |P/a1
- h(a)|f(z)

1. car t tend vers 0

L, — L,

Soit alors , pour f € By, Ds(f) : N P B Pt
q

Vérifions tout d’abord que Dg(f) est a valeurs dans Ly :
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Soit h € L,,

q
p _ b _
[ petnpar= [ sy I\quz(—) | tbpspean
[0,1] 0,1 4 q [0,1]
D q q/p (p—a)/p
<= (/ (|h|q)p/qd)\> (/ (|f|p—q)p/(p—q)d)\)
q [0,1] [0,1]
D q q/p (p—a)/p
_ (2 ( / |h|pd>\) ( / |f|pd)\> < foo
q [0,1] [0,1]

car f et h sont dans L,.

p - p
Donc Dg(f)(h) € Lq et de plus || De(f)(R)]], < 5||h||p If 2 = 5llhllp-
Ainsi, Dg(f) est continue et ||Dg(f)|| < L
q
Soit h € L,
(f + th) — (/)|
H%(f)(h) - t
P
p 1 ’
= || PALFP/e = 5 (smn(f 4 )L+ ehP/e — san( )| 177
p
p 1 ’
= || P = sen(h) (I + hPe = 1£177)
p
O(f +th) — P
De plus, pour tout ¢, ( ) /) appartient a L, et ce quotient converge

t

presque partout vers b h|f|P/=" lorsque t tend vers 0. Donc pour ¢ assez petit,
q

O(f +th) — d(f)
t

| ~ P < M
q

p

O/ +th) - (NI _

t

lim
t—0

Da(f)(h) —

Finalement, Dg(f) est la Gateau-différentielle de ® au point f et de plus

|1 Do ()|l < P Cest-adire que P est b -Lipschitzienne, donc en particulier
q q
uniformément continue.

(b) Montrons que ®~! est Holderienne d’exposant ¢/p.
Pour cela nous allons montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
12(f) = ()l = ILf — gll,-
Commencons par démontrer le Lemme suivant :

Lemme 3.0.12. Pour tout 1 < q < p < 400, il existe ¢ > 0 telle que pour
tout a > b > 0, pour tout 0 = £1, |a?/? — ObP/9| > cla — Ob|P/9.
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Preuve : Le résultat est clair si b = 0, soit donc b # 0.

b a
Montrons le résultat pour b = 1. Alorssib # l et a > b, b= 1et 7 > 1, donc il

' a p/q a ‘
existe ¢ > 0 telle que | 7 —0| > c|g—9|p/q, i.e. |a?/?—0bP/) > cla—0bJP/a.

o/t 4 1
(a+ 1)p/e
a>1,w(a) >0, de plus w; est continue et tend vers 1 lorsque a tend vers

+00. Donc il existe ¢; > 0 tel que pour tout a > 1, wy(a) > ¢;. Autrement
dit, pour tout a > 1, a?/? — 0 > c,(a — 0)P/2

- Soit # = —1. Posons pour tout a > 1, wy(a) = Alors pour tout

aP/1 — 1

- Soit # = 1. Définissons pour tout a > 1, way(a) = CESG Alors au
a —

voisinage de 1, a = 1 + ¢, et a?/? = (1 +&)P/1 = 1 + L. + o(¢). Donc au
q

voisinage de 1, wq(a) ~ ]351_1”/‘1 et comme p > g, gel_p/q tend vers +oo
lorsque € tend vers 0. Dot wo(a) tend vers 400 lorsque a tend vers 1, et

comme wo est décroissante et lim wo(a) = 1, on en déduit qu'il existe
a—+00

co > 0 tel que pour a > 1, wy(a) > c. Clest-a-dire a?/? — 6 > cy(a — 6)P/9.
Le Lemme est donc demontre en choisissant ¢ = min {1, ¢y, ¢a }.
O

Soient f et g dans By, alors

D(f) — @(g)| = ||fI”9sgn(f) — |g|""sgn(g)|

_ { If[7/7 — |g|P/9sgn(f)sgn(g)| ,si |g] = |f]
|sgn(f)sgn(g)|fP/e — |glr/e| i |f] > g

. { cl|f] = lglsgn(f)sgn(g)l”/* silg| > |f]
c||flsgn(f)sen(g) — |g|[P/e si|f| > |g]
= || flsgn(f) — lglsgn(g)[P/* = c|f — g[P/s
Ainsi, [®(f) — ®(g)|? = c1|f — gl?, dou [|B(f) — D(g)l|2 > ¢ ||f — glP".
Donc pour tout f,g € By, |®(f) — 2(9)|* > /|| f — g,

Or nous savons que @ est bijective, donc pour tout u,v € Ly,

[ () = 7" (0)]], < —7 llu— oll?/”

q/p

Donc @1 est Holderienne d’exposant ¢/p. En particulier elle est uniformément
continue.

Nous avons donc montré que ¢ définie un homéomorphisme uniforme entre By, et

Br,.

q

Montrons qu’alors m,, , définie un homéomorphisme uniforme entre By, et By, :

Remarquons que pour f € Ly, my,q(f) = [|f]l, ® ( / >

[l

p/q
HilR: (ﬁ) = || /]| sen (H H) H';hp/q 1£1 779 sgu(f)| [P/
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Soient f et g dans By, alors

_ S e
Mg (f) = mpq(9)]l = ||f||pq) (Hf”p) Hngq) (Hg”p)

. WL¢<W%>—WM¢<ﬁt>'
WH¢<ft>‘MW¢<§t>
<WW¢<W%>_¢Gﬁﬁ +w—mu¢(ﬁt>

P (L) H = 1, de plus ® est p/q-Lipschitzienne, donc
p

[, (f) — Mypq(9)]l < Hf”

HfH

Mais en utilisant le Lemme 2.1.2, nous en déduisons

=l tIf =gl
Plip

Mg (f) — mpg(9)]| < <2§+ 1) If - ng

Ainsi m,, , est Lipschitzienne sur la boule unité de L,, donc uniformément continue

sur la boule unité de L,,.

Soit maintenant u,v € Br,, de méme que précédemment,

u v
Imgp(ts) — mgp(v) Sl (i R o L | TP
@ @ Tul, ol ‘
Comme ®~! est Holderienne,
Imap () — map(@)] < VM fl v m+n n
Mt = MaptUS Zealo™ | all, ~ ol L
q/p
LTy LSRN R
v \ Tl z

1—q/p
24/p HUH a/ o/
||u—U||q + ||u—1)Hq

= ca/p

Or p > get |Jull, <1, donc [|ul|,"” < 1, dot

9 a/p
[mgp(u) —mgp(v)]| < (E) HU—UHg/p-l- HU—UHq

Ainsi m,, est uniformément continue et donc m,, définie un homéomorphisme

uniforme entre les boules unités de L, et de L.
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Finalement, nous avons montré que pour tout 1 < p,q < 400, my,, : L, — L, est
positive homogene, uniformément continue sur la boule unité de L,, bijective de bijection
réciproque uniformément continue sur la boule unité de L,, donc m,, € GU(L,, L,).

g

Nous avons maintenant les outils nécessaire pour démontrer le Théoréme.
Preuve :

1. Tout d’abord montrons que <Z Lpn) @ <Z Lpn) est isomorphe a (Z Lpn) :
p=l p=l q p=1 q
Notons les isomorphismes comme des égalités.

(ZLpn> By (ZLpn) :Lm @q"'@qun @q"'@qu @q"'@qun Dq -
p=1 q p=1 q

- (Lm Dq Lpl) Dq - Dy (Lpn Dy Lpn) Dy - -

:Lm @quz @q"'@qun Dy -

()

2. De la méme facon il est possible de montrer que (Ll & (Z Lpn> ) b (Ll (Z Lpn> )
q

p=>1

est isomorphe & Ly & (Z Lpn) :

p>1 q
3. De plus dans le Lemme précédent nous avons montrer que pour tout 1 < p, ¢ < 400,
il existe une application m,, € GU(L,, L,) de norme inférieure ou égale & 1. Donc
pour tout 1 < p,q < 400, les espaces L, et L, sont uniformément 1-proches.

Ainsi, Ly est uniformément 1-proche de L, et Vn > 1, L, est uniformément 1-
proche de L

Pn+1"

Donc d’aprés la Proposition 2.2.3, les espaces (Z Lpn> et L1 ® (Z Lpn> sont

p=1 p>1

q q

uniformément proches.

Il suffit maintenant d’appliquer le Théoréme 2.3.6 pour obtenir que les espaces (Z Lpn)

p=1

et L1 @ (Z Lpn) sont uniformément homéomorphes.

p>1 .

g

Corollaire 3.0.13. La réflexivité, la propriété de Radon-Nikodym et le fait qu’un espace
est d’Asplund ne sont pas stables par homéomorphisme uniforme.

Pour démontrer ce Théoréme nous avons besoin du résultat suivant :

Théoréme 3.0.14. Soient 1 < q < +o0 et (X,)n>1 une suite d’espaces de Banach
réflexifs. Alors l'espace (Z Xn) est réflexif.
q

n=>1
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Preuve : Soit ¢’ 'exposant conjugué de ¢. Définissons

(zx) ) - ((z%))

g = (@)st = J((@h)es) - (EX) o

= (Tp)nen = D Tp(Tn)
n>1

Commencons par montrer que J est une isométrie :

Soit x* = (2})n>1 € (Z XT*L) et © = (Tp)n>1 € (Z Xn> . Alors
q q

n>1 n>1

@) (@) = 1Y (@)l < Y lan (@)

n>1 n=1
1/q 1/q
/ !
< <Z|1x2||q> <Z||$n||q> = "¢ Il
n>1 n=1

Done |[J(z")]| < [J2*[| -

Comme (||z}]|)nen appartient a £y il existe (an)n>1 € By, telle que

1/q
> an |z = (Z szu‘f)

n>1 n>1

D’apres le Théoréme de Hahn-Banach, pour tout n > 1 il existe z,, € X)*, tel que
|znll = an et z%(x,) = a,||z%]]. De plus, pour tout n, X, est réflexif donc on peut

supposer z, € X,,. Soit x = (z,,)p>1. Alors z € | > Xn> et [|zll, = [(an)nz1ll, < 1. De

n>1 q
plus,
1/q
=1 Dol = Sl = (S ) =1,
n=1 n=1 n>1
Donc [[J(z*)[| = [lz*||,,, d’ott finalement [|.J(2*)|| = [|=*[[,

Ainsi J est une isométrie. Montrons maintenant que J est surjective :

Soit T : (Z Xn> — R linéaire continue. Alors pour tout n € N, il existe z} € X tel
n=>1

que pour tout x,, € X, T((0,...,0,2,,0,...)) =z (z,).

Montrons que * = (z),>1 est dans | Y X;) ;

D’apres le Théoréme de Hahn—Banac}Tlpour %/out n > 1, il existe z, € Sx, tel que

() = -

Définissons une suite ((xfl)@l)keN de (Z Xn> par :
q

n>1

sl <k

E _
‘v’kEN,$n—{ 0 sk
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n=1

Alors pour tout k, (%), est a support fini, donc appartient & <Z Xn) . De plus, pour
q

tout k,

k k k

’ /_1 1
Solll” = D el ) = Yo (e )
n=1 n=1 n=1

=7 (a1 e 0,0,
k 1/q k 1/q
w11q —1 q " ’_
<] (Z (sl llza ) ) = |7 (Z 1" )
n=1 n=1
k 1/q
=T <Z ||~”CZHQ>
n=1
k a'-1/q
pou (Slel) <7l
n=
Ceci étant vrai pour tout k, nous en déduisons 3 ||z[|? < || T4~
n>1
Ainsi 2* € (Z X;*L> , de plus il est clair que T'= J(z), donc J est surjective.
n=1 q

n>1 n=>1

Nous admettrons que J est I'isométrie surjective canonique entre ( > X;;) et (Z Xn> ,
a q

donc (E X;l:) est le dual de (Z Xn> . De méme le bidual de (Z Xn> est le dual
' q

n>1 n>1 n=1

de (Z X;‘;) , donc (Z X;*) . Or X,, est réflexif, donc on peut identifier X,, et X**,
q/

n>1 n>1 q

donc le bidual de (Z Xn) est (Z Xn> , ¢’est-a-dire que cet espace est réflexif.
q

n>1 n>1 q

O
Le Corollaire 3.0.13 se déduit alors aisément :

Preuve : L’espace (Z Lpn) est réflexif, donc en particulier il a la propriété de Radon-

n>1 q

Nikodym et il est d’Asplund. Cependant L; ® (Z Lpn> contient L, donc n’a pas ces
q

n>1
propriétés.

O

En particulier deux espaces uniformément homéomorphes ne sont pas nécessairement
linéairement isomorphes, méme s’ils sont séparables.

Le Théoréme suivant se montre exactement de la méme facon que le Théoréme 3.0.10 :

Théoréme 3.0.15. Soit 1 < p < 400 et (pn)n>1 une suite telle que pour tout n > 1,
Pn > P et (Pn)n>1 tend vers p. Soit 1 < q < +oo différent de p. Alors les espaces

> Lpn) et L, ® (> Lpn) sont uniformément homéomorphes.

p>1 p=>1

q q
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Remarque 3.0.16. Il est possible de montrer que pour tout 1 < p,q < 400, ¢, et £,
sont uniformément 1-proches en considérant les applications suivantes :

(,, — 1,
Mpq

T r= @) = (2l sen(e)lealr)

et donc en adaptant les preuves précédentes, nous obtenons le Théoréme suivant :
Théoréme 3.0.17. Soit 1 < p < 400 et (pn)n>1 une suite telle que pour tout n > 1,
Pn > D et (pn)n>1 tend vers p. Soit 1 < q < +oo différent de p. Alors les espaces

(Z Epn) et {, ® (Z Epn) sont uniformément homéomorphes.
p=1 q p=1

Les résultats suivants sur le liens entre homéomorphisme uniforme et isomorphismes
sont connus :

Théoréme 3.0.18. 1. Pour 1 < p < 400, st X est uniformément homéomorphe a
¢y, alors X est isomorphe a ¢,.
2. Pour1 <p<q<+00, 2 ¢ {p,q}, si X est uniformément homéomorphe a {, ® {,,
alors X est linéairement homéomorphe a £, ® {,.
Cependant, la question suivante est une question ouverte :

Question : Si un Banach X est uniformément homéomorphe & Y avec Y = L,,, €, ® {,
ou {,(¢3), X est-il isomorphe & Y ?

Dans le cas de ¢; et L, nous ne savons méme pas si un espace Lipschitz-équivalent a
I'un de ce deux espaces est isomorphe a cet espace.

N.J. Kalton démontre le théoréme suivant dans [1] :

Théoréme 3.0.19. Soit 1 < p < 400 tel que p # 2. Alors il existe X et Y deux sous-
espaces de €, tels que X et'Y sont uniformément homéomorphes mais pas linéairement
1somorphes.

De méme pour cy.

La démonstration de ce résultat utilise le Théoréeme 2.3.7 et également d’autres outils
qui ne sont pas développés dans ce mémoire mais qui le sont dans 'article.
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Conclusion

En conclusion nous avons vu dans le premier Chapitre un exemple d’espaces Lipschitz-
équivalents qui ne sont pas linéairement isomorphes. Donc dans le cas général, la Lipschitz-
équivalence n’implique pas 'isomorphie. Cependant les espaces considérés sont non sé-
parables.

Dans le cas des espaces séparables cy, €, et L,, 1 < p < 400, nous savons que
la Lipschitz-équivalence implique 'isomorphie, mais nous ne savons pas ce qu’il en est
des espaces /1 ou L;. Pourtant, si un dual est Lipschitz-équivalent & ¢;, alors il lui est
isomorphe.

Finalement la question suivante est ouverte : Deux Banach séparables Lipschitz-
équivalents sont-ils nécessairement linéairement isomorphes ?

Une application Lipschitzienne étant uniformément continue, si deux espaces sont
Lipschitz-équivalents, alors ils sont uniformément homéomorphes. Ainsi I’exemple de 1.
Aharoni et J. Lindenstrauss donne deux espaces non séparables qui sont uniformément
homéomorphes mais pas isomorphes. Mais qu’en est-il des espaces séparables?

L’exemple de M. Ribe étudié au Chapitre 3 met en évidence deux espaces séparables
uniformément homéomorphes mais pas linéairement isomorphes. En particulier il permet
de montrer que la réflexivité, la propriété de Radon-Nikodym et le fait qu'un espace
est d’Asplund ne sont pas stables pas homéomorphisme uniforme. Cependant la super
réflexivité 1est.

Tout comme dans le cas de la Lipschitz-équivalence, nous savons que dans le cas de
¢y, 1 < p < +o00 l'uniforme homéomorphie implique I'isomorphie. Pour finir, la question
reste ouverte pour les espaces (1, L,, 1 < p < +00, £, @ {5 ou encore £,({3).
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